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Ici A désigne une K algébre commutative et unitaire. K est un anneau commutatif contenant Q.

1 Préliminaires sur les algébres de Hopf [Lod98]

Définition 1.0.1. Une algébre de Hopf est un K-module H muni d’un produit mu : H @ H — H, d’une unité
n:K— H, d’un coproduit A : H — H ® H et d’une counité € : H — K tels que :

1. (H,p,n) est une K-algébre unitaire,
2. (H,A¢) est une K-cogébre counitaire,

3. A et e sont des morphismes d’algébres unitaires, en particulier le diagramme

HoH a H

iA@A

lA
HoHoHoH 2 oo HoH 22" ~HoH

commute, avec T: H® H — H ® H définie par 7(x ® y) := y ® x pour tous z et y dans H.
Exemple : K[G] I’algébre d’un groupe G (car K[G x G] = K[G] @ K[G])

Définition 1.0.2. Soient (A, pa) une K-algébre et (C, Ac) une K-cogébre. Alors le K-module Homg (C, A) est
muni du produit de convolution * défini par

fxg:=pa(f®g)Ac

pour tous f et g dans Homg(C, A). Ce produit de convolution fait de Homg(C, A) une algébre associative. Si
de plus A est unitaire d’unité n; et C est counitaire de counité €, alors ne est une unité pour le produit de
convolution.

Proposition 1.0.3. Soit H une algébre de Hopf et f, g, h trois éléments de Endg(H). Alors, si h est un
morphisme de cogébres

(fxg)oh=(foh)x(goh) (1)
De méme, si h est une morphisme d’algébres, alors
ho(fxg)=(hof)x(hog) (2)

Si H est commutative (resp. cocommutative), le produit de convolution de deux morphismes d’algébres (resp. de
cogébres) de Endg (H) est encore un morphisme d’algébres (resp.de cogébres).

Corollaire 1.0.4. Soit H une algébre de Hopf. Alors
1. Id** o Id* = Id**



2. et si de plus H est commutative, Id** est un morphisme d’algébres,

pour tous k et | entiers.

Ces constructions s'étendent sans probléme au cas des algebres de Hopf (commutatives) graduées.
Supposons que H est algébre de Hopf commutative graduée (H = {H;};>0) telle que Hy = K. Si f est un
endomorphisme K-linéaire de H de degré 0 qui s’annule sur Hy alors la somme

3 (=) ok
k>1 k
est localement finie sur H et défini donc un K-endomorphisme de H de degré 0.

Définition 1.0.5. Pour tout entier i, le i-eme indempotent eulérien est 'application K-linéaire graduée de

degré 0 e; : H — H définie par
1 k+1

el 1= Z 7(_ ]i (Id —ne)**

k>1
et

Par convention, ey := ne.

Proposition 1.0.6.

a) Pour tout entier k,

Id** = Z ke,

120
b) Pour tous i et j entiers,
eioejz{ 0 8”7&‘7

e, Sti=]

Démonstration.  a) L’identité entre séries formelles exp(k log(X)) = X* appliquée dans I'algeébre (Homy (H, H), %, n¢)
a4 X = Id permet de conclure en remarquant que log, (Id) = log, (ne + (Id — ne)) = e;.

b) On raisonne sur H,. Par a)es ¢; (0 < i < n) sont solutions des n + 1 equations
Id™* = Zkze, , 0<k<n

La matrice de Vandermonde associée a ce systeme est inversible dans Q donc les e; s’écrivent de maniere
unique comme Q-combinaison linéaire des [ d**k (0 < k < n) et il existe donc une famille de rationnels

(@ijm)i,j,m telle que
n
€;€; = E QijmEm
m=0

sur H,. Ainsi pour tous k et k¥’ entiers, en appliquant a) de nouveau, il vient
n n
I = 1@ g = Z Kkieie; =Y (Y aijmk'k)e
i,=0 m=0 i,j=0
d’on, par unicité,

TTL_ z /
E aiimk'k J

1,7=0

pour tous k, k" entiers et 0 < m < n. Ceci implique que a;jm = 0 si i # j ou i # m, et ammm = 1.



2 Application au complexe de Hochschild [Lod98]
Soit A une K-algebre commutative unitaire. Le complexe de Hochschild de A, noté C.(A), est défini par
Cn(A) = A A®"

pour tout entier naturel n. La différentielle d,, : C\,(A) — C,,_1(A) s’écrit d,, := > d!, avec

i=0 4n
_ aayfag, -, an] sii=0
dy (alar, - ,an]) =< alar, -+ ,0i—1,GiQi11, 042, ,an] si0<i<mn
aaplay, - an_1] sii=n

pour tout ¢ entre 0 et n. Considérons I’algeébre tensorielle graduée commutative T\ (A) définie par T, (A4) := A®™
pour tout entier n. Elle est munie du produit shuffle signé gradué p défini par

M([ala T 7an] ® [an+17 to ;an+m]) = Z Sgn(a)[aafl(l)a T 7a0*1(n+m)]
0EXn m

et du coproduit de déconcaténation A : T, (A) — T, (A) ® T, (A) défini par

n

Alar, -, an]) == Z[al"" L] @ [aige, -, an]

=0

pour tous ai, ..., Gy, dans A, qui en font une algebre de Hopf graduée commutative. Les considérations de
la section précédente s’appliquent pour définir une famille d’idempotents eulériens (e;);>o sur Ti(A4). Comme
Cy(A) = A® T.(A), il est possible de prolonger ces idempotents au complexe de Hochschild en tensorisant &
gauche chaque e; par Ida, définissant ainsi une nouvelle famille d’idempotents, toujours notés e; : Ci(A) —
C(A). Les proprietés a) et b) de la proposition 1.0.6 sont encore vérifiée par ces nouveaux e;. Le produit u(z®y)
de deux éléments homogenes x et y de T, (A) sera noté xy.

Proposition 2.0.7. Pour tout entier i, e; est un morphisme de complexes, i.e

€id = dei
Démonstration. Comme les e; sont combinaisons linéaires des Id @ Id** il suffit de montrer que Id4 ® Id** et
d commutent.

Lemme 2.0.8. La différentielle d est une dérivation pour le produit shuffle i.e
dla®@ay) =da@z) y+ ()2 daoy)

ot la stucture de Ty (A)-bimodule sur AR T,(A) est donnée par x(aQy)z := aQ xyz pour tous x, y , z éléments
homogénes de T.(A) et pour tout a dans A.

Preuve du lemme : Soient = := [a1,  ,am] €t ¥ := [@my1, -+, an]. Alors d;(xy) est une somme de termes
de type a ® [aj,, -+ ,a;,05,,,, - ,a;,]. Si ji et ji41 sont entre 1 et m, ce terme apparait dans d(a ® ) - y. Si j;
et j;11 sont entre m + 1 et n, ce terme apparait dans - d(a®y). Si1 < j; <met m+1 < ji1 < n, il existe
exactement deux suffles dont il peut provenir qui différent d’une transposition (celle qui permute j; et j;11) et la
signature qui est en facteur de I'un est opposée a celle devant l’autre ce qui fait qu’ils s’annulent mutuellement
et n’apparaissent en fait pas. Il reste a verifier que les signes concordent ce qui est laissé au lecteur.

O

Remarquons que Ida ® Id** = Ida ® (u* o A*), avec p™ := p" Lo (Id®"=2D @ p) et A" = (Id®™ 2 @ A)o A1
définis par récurrence sur n. Soit @ ® x un tenseur élémentaire homogene dans C,(A), et notons AF(z) =
x1®x2®®1~k

do(Idy ® Id*)(a ® ) = d(a ® z122 - - Tk)
= d(a ® xl)l‘g T+ (—1)‘z1‘x1d(a ® xz)l‘g ST
+oe o (DIl gy d(a@3k) (%)



Or, pour & = [a1, - a,],et 0 <i<n:

Ida@ AF(=1)'dia®@a) = (=1)'a@ Y (a1, ,a,] @ [ag 41, a,] @

0<i1 i< Kig—1<n

e ® [aij+17 e ;aiai+1; e 7aij+1} ® [a’ik_1+17 e 7an]
ou chaque i; est différent de ¢ + 1. Considérons un des termes a ® [a1,- - , ;] ® [@i41,  ,Giy] @ -+ @
(@i, 1 +1, - ,apn] de la somme et supposons que i + 1 est entre i; + 1 et i;4;. En lui appliquant p, celui
ci devient
(71)” (71)i7ij [ala T ’ail] T [aij—m T ’aij]di—ij (a ® [aij-‘rla T ’ai.7‘+1])[aij+1+1’ t vai_7‘+2] T
.”[a’ik—l?... 7an]

cest a dire (—1)l=lH+wily, g (—1)Pd,(a ® xj41)7 42 -2 avec p = i — i;. Tous les termes apparaissant
dans () sont obtenus de cette fagon car les termes en dy et d;; se simplifient mutuellement pour les différentes
valeurs de i; possibles. O

Ainsi, le complexe de Hochschild C,(A) se scinde en somme directe de sous-complexes C%(A) :=Ime; :

Cu(4) = P i) (3)
=0

pour tout entier n.

3 Application : dégénérescence de la suite spectrale d’hypercoho-
mologie [Swa96|

Rappelons que si X est une varieté algébrique de faisceau structural Ox, et F' est un faisceau de O x-modules,
alors 'homologie de Hochschild de X & coefficients dans F', notée HH,(X; F') est le groupe abélien gradué défini
par

HH" (X, F) := Extg, (Cx, F) - (¥x)

pour tout entier n. Ici, F' est vu comme complexe de faisceaux de O x-modules concentré en degré 0 et C, est le
faisceautisé du complexe de pré-faisceaux U — C,(I'(U, Ox)). La suite spectrale d’hypercohomologie associée
est la suivante :

B} = Exty, (Hy(C.); F) = HHPT(X; F)

Gréace aux sections précédentes, le complexe C, se scinde en somme directe de sous-complexes C:. Si F — I* est
une résolution injective, Hom(Cy, I*) se décompose donc en somme des Hom(CZ, I*) et la suite spectrale ()
se scinde en somme directe de suites spectrales dont la deuxieme page est Ext’éx (Hy(C1); F). Si X est lisse,
cette deuxieme page est concentrée sur une ligne et la suite spectrale s’effondre donc au terme suivant. En effet,
en remarquant que le n-éme idempotent eulérien correspond, sur C,,(A), & lapplication d’antisymétrisation, le
théoréeme de Hochschild-Kostant-Rosenberg permet d’écrire, quand A est lisse, que HH! (A) = 0 si i # n.
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