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Teil 1
Einleitung und Motivationen

In seinem Artikel [Mit72] iiber die Ringe mit mehreren Objeckten erklart B. Mitchell, dass die li-
nearen Kategorien A (d.h. deren Morphismenmengen mit einer natiirlichen Struktur von abelscher
Gruppe versehen sind) als eine natiirliche Verallgemeinerung der Ringe betrachtet werden kénnen.
Man sieht also die additiven Funktoren (i.e. die Z-lineare Abbildungen zwischen den Morphismen-
mengen induzieren) von A4 nach der Kategorie Ab der abelschen Gruppen als “Moduln” iiber dem
Ring mit mehreren Objekten A.

In dieser Perspektive besteht unseres Ziel darin, gewisse Funktorkategorien und ihren Verbin-
dungen mit klassischer Darstellungstheorie zu studieren, indem wir die spezifischen Methoden der
funktoriellen Erndhrung betonen. Das Wort von generischen Darstellungen wurde von N. Kuhn in
seinen drei Artikeln [Kuh94a], [Kuh94b] und [Kuh95] eingefiihrt, wo er besonders fiir die linearen
Gruppen und fiir die Kategorien von Funktoren zwischen Vektorrdumen interessiert (es wird auch
der hauptsichliche Fall in diesen Vortréigen sein).

Genau ist unser Rahmen der folgende. Seien k ein endlicher Koérper und C eine kleine (oder we-
sentlich kleine) Kategorie, wir wollen die Kategorie F(C, k) = Fct(C, &) der Funktoren von C nach
der Kategorie & der k-Vektorrdume, besonders ihre einfachen Objeckte und ihre homologischen
Eigenschaften studieren. Wir setzen oft voraus, dass die Morphismenmengen in C endlich sind : wie
wir keine topologische Bedingung aufzwingen, geschehen “Pathologien” ohne diese Voraussetztung,
wie in klassischer Darstellungstheorie, wenn wir mit unendlichen Gruppen arbeiten. Wir betrachten
hier alle Funktoren von C nach &, aber wir kénnen zu der additiven Lage von Mitchell zuriickgehen,
indem wir die Kategorie C linearisieren.

Einer aus den reichsten Féllen ist derjenige von F(k) = Fct(é’,f i k), wo 5,5 die volle Unterkate-
gorie von & der Rdume endlicher Dimension bezeichnet, wo k ein endlicher Korper ist.

1 Darstellungen der endlichen Monoiden, globale Eigenschaf-
ten der Darstellungen endlicher Familien endlicher Grup-
pen und Funktorkategorien

FEin erster Beispiel ist das folgende : setzen wir voraus, dass C nur ein Objekt hat. Diese Kategorie
ist dann von ihrem Endomorphismenmonoid M bestimmt — wir notieren C = M — und F(M; k)
identifiziert sich mit der Kategorie k[M] — mod der k[M]-Linksmoduln, wo k[M] die Algebra des
Monoids M bezeichnet. Wir sehen oft dieses Beispiel als einen elementaren Ziegelstein, zu dem wir
suchen, den allgemeinen Fall zuriickzubringen. Aber fiir viele Lagen in den Monoidendarstellungen
besitzen die funktoriellen Methoden ein eigenes Interesse.

Beispiel 1.1 (grundsiitzlich). Die Darstellungen iiber k& von dem Matrizenmonoid M., (k) werden
aus den k-Darstellungen der linearen Gruppen GL;(k) fiir i < n erhalten. Nach Kuhn werden wir



die Verbindung mit der Kategorie F(k) studieren.

Auch um gewisse Fragen iiber die Darstellungen endlicher Gruppen zu studieren, zeigten die
funktoriellen Methoden ihre Wirksamkeit. Nehmen wir an, dass wir fiir die globalen (ou generi-
schen) Eigenschaften unendlicher Familien von Gruppen wie die linearen oder symetrischen Grup-
pen uns interessieren. Es ist oft niitzlich, tiber eine einzelne Kategorie zu verfiigen, die erlauben,
solche Eigenschaften aller dieser Gruppen auszudriicken. Die Funktorkategorien sind daran oft sehr
angepasst.

2 Ubersicht einiger grundlegenden Ergebnisse

Ein erstes Beispiel ist die folgende Stabilisierungseigenschaft, in [Dwy80] bewiesen.

Wir bemerken, dass F(k™) fiir ' € Ob F(k) natiirlich ein k[GL,(k)]-Modul ist ; die offensicht-
liche Pfeile k™ < k"*! und k"*! — k" verleiten lineare Abbildungen F(k") — F(k"!) und
F(k"t1) — F(k™), die GL, (k)-dquivariant sind. Die Pfeile des folgenden Satzes kommen daraus.

Theorem 2.1 (Dwyer, 1980). Setzen wir voraus, dass F und G polynomische Objekte von F(k)*
sind (was verifiziert ist, wenn F und G endlicher Linge sind und k endlich ist). So stabilisiert fiir
jede natirliche Zahl i das System

<= Extyiar, ) (FE™), GR™Y) — Extigr, g (F(K"), G(k™)) — --- (1)

Fiir den folgenden Satz notieren wir, dass die Kategorie F (k) abelsch ist, und dass homologische
Algebra darin gemacht werden kann (wir werden dariiber wiederkommen).

Theorem 2.2 (Betley, Suslin, 1999). Setzen wir voraus, dass k ein endlicher Kérper ist, und dass
F und G Objekte endlicher Linge von F(k) sind. So ist der Limes des Systems (1) natiirlich zu
Ext ) (F, G) isomorphisch.

Dieses merkwiirdige Ergebnis ist einige Kommentare wert.

Bemerkung 2.3. 1. Im Theorem 2.1 kommen die Funktorkategorien fast nur dazwischen, um das
Resultat zu formulieren. Im Gegenteil beniitzt Suslin wesentlich ein Kohomologievernichtung-
sargument in Funktorkategorien, um das Theorem 2.2 zu beweisen (siche den Anhang von
[FFSS99]) ; dieses Argument bringt sich zu keinem analogen Ergebnis in klassischer Darstel-
lungstheorie zuriick.

Betleys Annéherung (siehe [Bet99]) ist unabhiingig von Suslins Annéherung und beniitzt eher
die strikt polynomischen Funktoren, die wir ein wenig spéter erwahnen.

2. Das Theorem 2.2 war erfolgreich in Form von “THH (topologische Hochschild Homologie)=stabile
K-Theorie”. Namlich kann der Limes des Systems (1) als eine Gruppe stabiler K-Theorie von
k interpretiert werden, wiihrend die Gruppen Exti}-(k) (F,G) zu T H H-Gruppen isomorphisch
nach einem Ergebnis von Pirashvili und Walhausen (siehe [PW92]) sind. Diese Idenfizierung
blieb lange eine Vermutung.

3. Scorichenko verallgemeinerte den Isomorphismus zwischen stabiler K-Theorie und funktori-
eller Kohomologie, den das Theorem 2.2 gibt, fiir irgendein Ring.

4. Das Theorem 2.1 ist bedeutend interessant, um die stabilisierte Kohomologie der linearen
Gruppen iiber den endlichen Korpern (Limes des Systems (1)) zu berechnen, was direkt
dussert stark ist. Tatséchlich werden wir sehen, dass zahlreiche Werkzeuge verfiigbar sind, um
Rechnungen von Ext-Gruppen in F(k) zu tun.

IDiesen Begriff werden wir spiter definieren.



Die Identifizierung der Funktorkohomologie zu verschiedenen Kohomologietheorien, die in an-
deren Rahmen erscheinen, beschriankt sich nicht auf den schon erwidhnten Fillen der stabilen K-
Theorie und von THH.

Das erste Beispiel war die Mac Lane Kohomologie, eine Kohomologietheorie fiir die Ringe, die
Mac Lane in den Jahren 1950 aus topologischen Betrachtungen einfithrte. Diese Theorie wurde
wenig studiert, bis Jibladze und Pirashvili identifizierten sie in 1991 (siehe [JP91]) als besonderen
Fall der Funktorkohomologie, viel leichter zu studieren.

Die I'-Moduln sind ein anderer wichtiger Fall ; sie sind die Objekte der Kategorie F(Menge:, k),
wo Menge! die Kategorie der endlichen punktierten Mengen ist. Die I'-Moduln sind an verschie-
denen Kohomologietheorien gebunden, wie Hoschchilds Kohomologie (siehe [PR02]) und die Koho-
mologie von André-Quillen (siehe. [Pir03]).

Weisen wir nun das grundlegende Interesse der strikt polynomischen Funktoren hin. Sie sind die
Objekte einer Funktorkategorie P(k), die F(k) ziemlich #hnleln aber, die genau zur Darstellungs-
theorie sich zuriickbringt : sie zerlegt sich als die direkte Summe von Modulnkategorien iiber Schur
Algebren. Doch beniitzen die Kohomologierechnungsmethoden in P (k) sehr dhnlich denjenieden von
F(k) so nicht im Rahmen der klassischen Darstellungstheorie.

Die strikt polynomische Funktoren wurden von Friedlander und Suslin in Artikel [FS97] ein-
gefiihrt, der einen Isomorphismus zwischen die Ext-Gruppen in P (k) und Gruppen von rationneller
Kohomologie? des Gruppenschemas G L,,. Das hauptsiichliche Ergebnis dieses Artikel ist, dass die
rationnelle Komologie H*(G, k) eines endlichen Gruppenschemas G mit Koeffizienten in k eine end-
lich generierte k-Algebra ist und, dass die rationnelle Kohomologie von G mit Koeffizienten in einem
rationnellen G-Modul endlicher Dimension eine endlich generierte Algebra iiber H*(G, k) ist.

Wir hoffen, dass die Zuhorer vom Interesse der Funktorkohomologie iiberzeugt sind. Weisen
wir einige grundsétzliche Resultate darin hin. Das erste wurde in [FLS94] bewiesen, wo es in einer
genaueren Form gegeben wird (die multiplikative Struktur wird bestimmt).

Theorem 2.4 (Franjou, Lannes, Schwartz, 1994). Setzen wir voraus, dass k ein endlicher Korper
ist, und notieren wir I der Inklusionsfunktor 5,{ — &L

Der Vektorraum Extif(k)(l, I) ist von Dimension 1, wenn i eine gerade natiirliche Zahl ist, und
ist null, wenn ¢ ungerade ist.

Im Artikel [FFSS99] machen Franjou, Friedlander, Scorichenko und Suslin Rechnungen, die noch
ausgekliigelter sind, gebenb z.B. eine vollige Beschreibung der Ext-Gruppen zwischen zwei dusseren
Potenzen oder zwei symetrischen Potenzen. Das Ergebnis ist ziemlich technisch, so geben wir es
nicht (die berechnete Objekte sind als drei-graduierte Hopf Algebren ausgedriickt) und wir geben
uns zufrieden mit einem viel elementareren Fall, von Franjou in [Fra96] ein wenig friiher erhilt, den
wir am Ende dieses Mini-Kurses beweisen, wenn die Zeit es erlaubt.

Theorem 2.5 (Franjou, 1996). Die Ext-Gruppen Extlf-(Fz) zwischen zwei dusseren Potenzen sind
so gegeben : Extlpp,) (A", A7) ~ Fy wenn |i — j| = 1 und i,j > 0, und Extg, (A", A7) = 0 sonst.

Erwihnen wir abscliessend, dass der Artikel [FFSS99] genaue Verbindungen zwischen F (k) und
P(k) erstellt und Ergebnisse in Worter zugleich von gewdhnlichen Funktoren und strikt polynomi-
schen Funktoren gibt. Wir werden im letzten Teil dieses Vortrags von den Methoden sprechen, die
benutzt werden, um diese Rechnungen zu machen.

3 Verbindungen mit algebraischer Topologie

Die anfingliche Motivation fiir das systematische Studium der Kateorie F(k) ist die Arbeiten von
Henn, Lannes und Schwartz am Anfang der Jahre 1990 (siehe [HLS93]), die eine grundlegende Ver-
bindung zwischen F(F,) (wo p ist eine Primzahl) und die Kategorie der unstabilen Moduln iber der

2Die Definition dieses Worts iibertrifft den Rahmen dieses Kurses.



Steenrod Algebra modulo p. Ohne diese Ergebnisse zu detaillieren, holen wir wieder, dass die Koho-
mologie mod. p eines topologischen Raums natiirlich ein graduierter Modul (sogar eine graduierte
Algebra) iiber der Steenrod Algebra A, ist ; dieser Modul besitzt eine zusitliche Eigenschaft : er
ist unstabil. Die Arbeiten von Lannes (siehe [Lan92]) zeigten, dass das algebraische Studium der
Kategorie U, der unstabilen Moduln iiber A, tiefe topologische Anwendungen hat.

Der rein algebraische Aspekt der Ergebnisse von Henn, Lannes und Schwartz wurde von Kuhn
iiberarbeitet (cf. [Kuh94a] : man baut A, und U, nur aus F(F,)). Powell verallgemeinerte diese
Betrachtungen in [Pow05] und berechnete neulich das Endomorphismenring in der Kategorie Us
der Kohomologie der Eilenberg-Mac Lane Riume, die an die Gruppen (Z/2Z)™ verbunden sind. Er
benutzte dafiir die Arbeit von [HLS93] und feinsinnige Rechnungen in der Kategorie F(Fy).

Teil 11

Formale Eigenschaften der
Funktorkategorien

In diesem Teil werden einige allgemeine Eigenschaften der Funktorkategorien des Typs F(C, k)
gegeben, die von allgemeinen Resultaten der Kategorientheorie gefolgert werden. Man kann die
Literaturhinweise [ML71], [Bor94], [Gro57], [Gab62] oder [Pop73] nachsehen.

Voraussetzung 3.1. In der ganzen Folge dieses Vortrags ist C eine (wesentlich) kleine Kategorie.

Die Kleinheitshypothese erlaubt, zu versichern, dass die Morphismenklassen in Fect(C,.4) Men-
gen sind.

4 FErste Eingenschaften

Die elementaren folgenden Resultate liegen z.B. in [ML71].

Satz 4.1. Sei D eine Kategorie. Wenn D Summen, Produkte, Limites oder Kolimites besitzt, gilt
es auch fiir Fct(C, D) und sie werden am Ziel berechnet : fir die Produkte z.B. hat man

(I17) @ =TT F®
iel icl
fiir jedes E € ObC.

Wir erinnern, dass eine additive Kategorie eine Kategorie mit endlichen Summen und Produkten,
die iibereinstimmen, ist.

Korollar 4.2. Wenn A eine additive Kategorie ist, ist dann Fct(C,.A) eine additive Kategorie.

Satz 4.3. Wenn A eine abelsche Kategorie ist, ist dann Fet(C, A) eine abelsche Kategorie ; aus-
serdem testet die Ezxaktheit sich am Ziel : eine Folge ' — G — H won Funktoren ist exakt, wenn
und nur wenn die Folge F(E) — G(E) — H(E) fir jedes E € ObC exakt ist.

Korollar 4.4. Die Kategorie F(C; k) ist eine abelsche Kategorie, die Limites und Kolimites besitzt
; ausserdem sind die filtrierenden Kolimites darin exakt.

Andere Struktur in F(C;k), die am Ziel berechnet wird : das Tensorprodukt ®. Wie
dasjenige von & definiert es eine symetrische monoidale Struktur iiber F(C; k) ; dieser Bifunktor
ist exakt in jeder Variable.

Notierung 4.5. e Fiir jeden Funktor F : A — B bezeichnet F, : Fet(C, A) — Fct(C, B) der
Nachverkniipfungsfunktor mit F', so dass F.(G) = F o G.



e Fiir jeden FunktorF : C — D (mit D wesentlich klein) und jede Kategorie A bezeichnet
F*Fct(D, A) — Fct(C, A) der Vorverkniipfungsfunktor mit F' : F*(G) = Go F.

Bemerkung 4.6. 1. Intuitiv erbt der Nachverkniipfungsfunktor mit F' von den Regelméssigkeits-
eigenschaften von F' aber nicht mehr. Wenn z.B. F' exakt ist, ist dann F}, exakt.

2. Anderseits sind die Vorverkniipfungsfunktoren immer sehr regelméssig : der Satz 4.1 zeigt,
dass sie immer zu Limites und Kolimites kommutieren, und der Satz 4.3 zeigt, dass sie immer
exakt sind (wenn das Ziel abelsch ist). In F(C; k) kommutieren sie auch zum Tensorprodukt.

Satz 4.7. 1. Wenn der Funktor F' : A — B linksadjungiert zu G : B — A ist, ist dann F :
Fct(C, A) — Fct(C, B) linksadjungiert zu G..

2. Wenn der Funktor F : C — D linksadjungiert zu G : D — C ist, ist dann F* : Fct(D, A) —
Fct(C, A) rechtsadjungiert zu G*.

Definition 4.8 (Dualitét zwischen F(C; k) und F(C°P; k)). Wir notieren D¢ i (oder D, wenn es
nicht doppeldeutig ist) der Funktor F(C; k)°? — F(C°P; k) verkniipft von der kanonischen Identifi-
zierung F(C; k)P = Fct(C, (£,)°P) und des Nachverkniipfungsfunktor mit dem Dualitétsfunktor
di : (k)P — & V — V* =homy(V, k).

Das dj, rechtsadjungiert zu d;” : &, — E.° ist, zeigt der Satz 4.7, dass Dc j, rechtsadjungiert zu
Dg’;,,}k ist. Die Exaktheit von dj, bringt mit ihr diejenige von Dg .

In der Kategorie F (k) verfiigt man iiber einen Selbstdualititsfunktor denn der Funktor dj, verlei-
tet eine Kategoriendquivalenz (5,5)"1’ — 5]{, die erlaubt, F (k) und Fct((&'lf)"p, &r) zu identifizieren.
Man erhilt so einen Funktor Dy : F(k)°? — F(k), so dass D (F)(V) = F(V*)*.

Beispiel 4.9. 1. Sei T™ € Ob F (k) der Funktor n-te Tensorpotenz : T"(V) = V®". Dann ist T"
selbst-dual : D(T™) ~ T™ (tatséchlich ist die Sebstdualitiit eine ein wenig stirkere Bedingung
— siehe [PS98] — aber diese Feinsinnigkeit ist nicht wichtig fiir uns).

2. Sei 8™ der Funktor n-te symetrische Potenz und I'" (V') der Funktor n-te beteilte Potenz : S™
(bzw. I'") erhiihlt sich durch den Quotient (bzw. die Invarianten) von T unter der natiirlichen

Handlung der symetrischen Gruppe %, bei Faktorenpermutation. Dann sind S™ und I'" dual
: D(S™) ~T™ und D(I') ~ S™.

3. Sei A™ der Funktor n-te dussere Potenz. Dieser Funktor ist selbst-dual : D(A™) ~ A™.

5 standarde projektive und injektive Funktoren

Fiir C € ObC wird définit ein Objekt PS von F(C;k) (nur Po notiert, wenn man in F(k) ist) als

der verkniipfte Funktor

home (C,—) k[—]
B

PS5 :C Menge — &,

definiert.

Hier bezeichnet k[—] der Funktor von k-Linearisierung : k[E] = k®F ; dieser Funktor ist linksad-
jungiert zum Vergissfunktor Meenge — &;. Man notiert auch [e], wenn e ein Element einer Menge
E ist, das Element der kanonischen Basis von k[E], das e entspricht.

Satz 5.1 (Yoneda Lemma). e Mengenform : es gibt eine natiirliche Bijektion
hocht(C,Menge) (homC (C, _), F) =~ F(C)

fiir alle C € ObC und F € ObFct(C,Menge).



e k-lineare Form : es gibt eine natiirliche Bijektion
homyz (e (PG, F) =~ F(C)
fir alle C € ObC und F € ObF(C; k).

Beweis. Fiir die klassische Mengenform errinert man nur, wie die Bijektion sich erhlt :
homgcg(c,Menge) (home (C, =), F) — F(C)  uw uc(idc)
in eine Richtung und
F(C) — hompgct(c,Menge) (home (C, —), F) ¢+ (f € home(C, D) — F(f)(c) € F(D))peobe

in die andere.

Der k-linear Fall folgert sich daraus mit einem Adjunktionsargument : da k[—] linksadjungiert
zum Vergiss O : Menge — & ist, ist die Nachverkniipfung k[—]. : Fet(C,Menge) — F(C; k)
linsadjungiert zu O,. So gibt es natiirliche Isomorphismen

hOHl]:(c;k) (Pg‘a F) = hom]"(C;k)(k[_]*(homc(cv _))7 F) = hocht(C,MengE) (hOmc(C, _)7 O. (F))
~ O.(F)(C) = F(C).
O
Dieser Satz und sein folgendes Korollar bilden das wichtigste Grundwerkzeug im Studium der
Kategorie F(C; k).
Korollar 5.2. 1. Fiir jedes C € ObC ist der Funktor PS ein projektives Objekt von F(C; k).

2. Wenn C ein Skelett SkI(C) von C durchgeht, beschreiben die P& eine Menge Generatoren der
Kategorie F(C; k) ; genauer ist fiir jedes FF € Ob F(C; k) der tautologische Morphismus

b rE-F
CeSkI(C)
ceF(C)

(deren Komponente P& — F wvon ¢ € F(C) indexiert der Morphismus durch das Yoneda
Lemma ¢ entsprechend ist) surjektif.

3. Die Kategorie F(C; k) ist eine Grothendieck Kategorie, d.h. eine abelsche Kategorie mit ex-
akten Kolimites und einem Generator.

Errinert, dass eine Menge projektiver Objekte einer abelschen Kategorie mit Summen A gene-
rativ ist, wenn es ein Epimorphismus einer anpassenden direkten Summe Objekte von £ auf jedes
Objekt von A existiert.

Die Funktoren Pg werden standarde projektive Funktoren von F(C; k) genannt.

Beispiel 5.3 (Tensorprodukt standarder projektiver Funktoren). Setzen wir voraus, dass die Kate-
gorie C endliche Koprodukte besitzt. So gibt es einen natiirlichen Isomorphismus Pg [p = PE® P

(es gilt besonders in F(k)). Daraus wird leicht gefolgert, dass das Tensorprodukt zwei projektiver
Objekte von F(C, k) noch projektiv ist. Das ist nicht im Allgemeinen, wenn C keine endliche Ko-
produkte besitzt (Ubung).

Korollar 5.4. Seien C' und D Objekte von C.
1. Der k-Vektorraum homg(c.x) (P&, PS) ist natiirlich isomorphisch zu k[home (D, C)].

2. Die k-Algebra Endr(c;i) (Pg) ist natirlich isomorphisch zur dualen Algebra der k-Algebra
E[Endc(C)] des Monoids Ende(C).



Die letzte Behauptung zeigt, dass das Problem, PS in direkte Summe unzerlegbarer projektiver
Funktoren zu zerlegen, sich zuriickbringt, die Algebra k[End¢(C)] in direkte Summe unzerlegbarer
projektiver k[Endc(C)]-Moduln zu zerlegen. Es ist so rein ein Problem von k-Darstellungen des
Monoids End¢(C). Wenn dieses Monoid endlich ist (besonders, wenn man voraussitzt, dass die
Morphismenmengen in C endlich sind), hat das Problem eine Losung ; PS zerlegt sich in endliche
direkte Summe unzerlegbarer projektiver Funktoren, die ausserdem einzel bis auf Isomorphismus
und Faktorenordnung sind.

Ein Beispiel expliziter projektiver in F(k). Wir betrachten den Funktor I(~ A! ~ T...) der Einlei-
tung. Die Folge

oP. %P L1,
wo f dem Element 1 von k = I(k) ~ homz)(Py,I) und g dem Element X — [(A,1)] — A[(1,0)] —
[(0,1)] von k[k‘Q]’“X ~ homz(y) (k™ ® P2, Pp.) entspricht, ist exakt.

Explizit hat man f([v]) = v und g([v,w]) = [l + w] — A\[v] — [w] fiir V € Obé’,f und v,w € V.
Wenn k ein Primkorper ist, gibt es eine Prisentation

PP L1-0

(man behélt nur A = 1).

Die standarden Injektiven Funktoren von F(C;k). Es handelt sich um die duale Lage der
vorigen ; fiir C' € ObC = ObC°P stellt man

Ig = Dcap’k(Pccvnp).

In F(k) werden diese Funktoren nur Iy notiert.
Explizit hat man
Ig(A) — khomc(A,C)

denn der Dual des Vektorraums k[E] ist kanonische isomorphisch zum Vektorraum k¥ der (Men-
gen)abbildungen von E nach k.

Beispiel 5.5. Wenn die Kategorie C endliche Produkte besitzt, und wenn ihre Morphismenmengen
endlich sind, hat man IS, , ~ IS ®I§,. Es ist besonders der Fall in F(k), wenn der Kérper k endlich
ist.

Aus Adjunktion gibt es natiirliche Isomorphismen
homgc;x) (£, I¢) ~ homz(cor;k) (Pgop7 D(F)) ~ D(F)(C) = F(C)".
Daraus wird gefolgert :

Satz 5.6. 1. Die Funktoren Ig sind injektiv in F(C;k). Sie werden standarde injektive von
F(C; k) genannt.

2. Sie bilden eine Familie Kogeneratoren in F(C; k), wenn C ein Skelett von C durchgeht.

Beispiel 5.7 (grundsétzlich). Betrachten wir den Morphismus €, .y S™ — Ix von F(k), deren
Komponente S — I}, 1 € k ~ S™(k)* ~ hom 1) (S", Ix) entspricht. Auf einem Vektorraum V' wird
er von der Abbildung S*(V) — kY gegben, die einem Element von S*(V) (d.h. ein Polynom auf
V*), die verleitete polynomische Funktion V* — k verbindet (es ist doch ein k-Algebramorphismus).
Dieser Morphismus ist injektiv, wenn k unendlich ist, und ist surjketiv, wenn k endlich ist. Wir
werden dariiber wiederkommen.



6 Theorem von Morita-Freyd

Theorem 6.1. Seien A eine k-lineare (d.h. deren Morphismenmengen mit einer natirlichen Struk-
tur k-Vektorrdumen kommen) abelsche Kategorie, die (willkirliche) direkte Summen besitzt, und P
eine Menge projektiver Generatoren von A, die klein seien, d.h. so das die Funktoren hom 4 (P, —)
mit (willkirlichen) direkten Summen kommutieren.

Dann ist A dquivalent zur Kategorie Ap der k-linearen (d.h. k-lineare Abbildungen zwischen den
Morphismenmengen induzierenden) Funktoren von PP (wo man P als eine volle Unterkategorie
von A sieht) nach &.

Skizze des Beweises. Man definiert einen Funktor a : A — Ap, indem man einem Objekt A die
Beschriankung des Funktors hom 4(—, A) zuweist. Das Yoneda Lemma und die Tatsache, dass P
eine Menge Generatoren von A ist, setzt voraus, dass « ein volltreuer Funktor ist.

Die Hypothese, dass die Elemente von P projektiv und kein sind, setzt voraus, dass der Funktor
« zu Kolimites kommutiert. Um zu zeigen, dass a wesentlich surjektiv ist, geniigt so, zu beweisen
(man weiss schon, dass « volltreu ist), dass er eine Mengen von Generatoren der Zielskategorie
Ap erreicht. Dafiir stellt man fest, dass die Elemente von P von « auf die standarden projektiven
Generatoren von Ap (vom Yoneda Lemma gegeben) geschickt werden. O

Bemerkung 6.2. e Das klassische Moritas Theorem erhilt sich, wenn A eine Modulnkategorie
ist, und P nur ein Element hat. Die vorige Fassung stammt von Freyd.

e Wenn man fiir A die Kategorie F(C,k) und fiir P die Menge der standarden projektiven
Generatoren von C (sich zu einem Skellet beschriinken) nimmt, zeigt das Korollar 5.4, dass
die k-linearen Funktoren von P°P nach & zur Funktoren von C nach &, identifizieren.

e Wenn P ein einzelnes Element P hat, ist di Kategorie Ap &dquivalent zur Kategorie der
End 4(P)-Rechtsmoduln.

e Wenn P endlich ist, kann man sich zum Falle eines einzelnen Element zuriickbringen, indem
man die direkte Summe seiner Elemente betrachtet. Folglich wird mit den standarden projek-
tiven Generatoren gesehen, dass F(C; k) zu einer Modulnkategorie dquivalent ist, wenn C ein
kleines Skelett hat.

Beispiel 6.3 (grundsitzlich). Betrachten wir die< verstiimmelte > Kategorie 5,;" der k-Vektorrdume
<n

von Dimension < n. Sie ist vom kleinen projektiven Funktor ng generiert — némlich ist V fiir

v

<n <n
dim V < n direkter Faktor von k™ so ist Pé’“ direkter Faktor von P:T’f . Da das Endomorphismen-
<n

ring von Pkgf zu dualem Ring von k[M,, (k)] isomorphisch ist, wird aus Freyd-Morita Theorem
gefolgert, dass F(ES"; k) dquivalent zu k[M,, (k)] — mod ist.

7 Adjunktionen

Das folgende Resultat ist ein Korollar des Theorems der adjungierten Funktoren von Freyd.

Theorem 7.1. Seinen A eine Grothendieck Kategorie und C eine (willkirlige) Kategorie. Jeder
Funktor A — C, der zu Limites (bzw. Kolimites) kommutiert, besitzt einen Linksadjungiert (bzw.
Rechtsadjungiert).

In der Kategorie F(C; k) wird das folgende niitzliche Korollar daraus gefolgert.

Korollar 7.2. 1. Sei F : C — D ein Funktor (mit Dwesentlich klein). Der Vorwerkniipfungsfunktor
F*: F(D;k) — F(C; k) ist linksadjungiert und rechtsadjungiert.

2. Sei A ein Objekt von F(C; k). Der Endofunktor —® A von F(C; k) besitzt einen Rechtsadjun-
giert. Wenn A Werte endlicher Dimension nimmt, besitzt er auch einen Linksadjungiert.



Wir interessieren uns jetzt fiir (duale) Fille, in den ein Vorverkniipfungsfunktor und ein Ten-
sorproduktsfunktor adjungiert sind.

Satz 7.3. Seien F' ein Endofunktor von C und T ein Objekt von Fct(C,Menge), so dass es eine
Bijektion gibt, wie folgt :

home (F(V), W) ~ home(V, W) x T(W)

die natirlich in den Objekten V. und W wvon C ist.
Dann ist der Endofunktor F* von F(C;k) rechtsadjungiert zu — ® k[T)].

Beweis. Die Hypothese lifert durch Linearisierung einen natiirlichen Isomorphismus
P ® k[T] ~ Piy.

Sei G der rechtsadjungierte Funktor zu — ® k[T]. Fiir alle V€ ObC, A, B € ObF(C; k) hat
man natiirliche Isomorphismen

G(A)(V) = hom (i) (PF, G(A)) = homp (o) (PE @ K{T], A)

~ homur o (P s A) = A(F(V)) = F*(A)(V),
woraus wird der Satz gefolgert. O

Ein grundlegender Fall dieses Satzes ist derjenige, in dem angenommen wird, dass C enfliche
Koprodukte besitzt : die Funktoren F' = — [[C und T = hom¢(C, —) passen fiir jedes C € ObC
an.

Der folgende Satz ist die duale Variante des Satzes 7.3 ; sie wird analog bewiesen.

Satz 7.4. Seien F' ein Endofunktor von C und T ein Objekt von Fct(C°?, Menge®) (wo Menge®
désigne die Kategorie der endlichen Mengen bezeichnet), so dass es eine Bijektion gibt, wie folgt :

home (V, F(W)) ~ home(V,W) x T(V)

die natirlich in den Objekten V. und W wvon C ist.
Dann ist der Endofunktor F* von F(C; k) linksadjungiert zu— @ kT .

Ein grundlegendes Beispiel wird erhalten, wenn C endliche Produkte und endliche Morphismen-
mengen hat : die Funktoren F' = — x C et T' = hom¢(—, C') passen dann an.

Verschiebunsfunktoren. Setzen wir voraus, dass C eine additive Kategorie ist und, dass ihre
Morphismenmengen endlich sind (es ist besonders der Fall in 5,{ , wenn k endlich ist). Definieren
wir fiir jedes Objekt A von C der Verschiebunsfunktor AS (oder nur A ) als die Vorverkniipfung
mit — @ A. Die vorigen Sitze zeigen, dass A§ rechtsadjungiert zu — ® P§ und linksadjungiert zu
- ® 19 ist.

Differenzfunktor. In der vorigen Situation ist die Vereinigung A +— A funktoriell. Da die Ver-
kettung 0 — A — 0 die Identitét ist, erhéilt man eine Verkettung id ~ A — A4 — id gleich der
Identitét, d.h. eine Zerlegung AG ~ id ® AG. Der Funktor A ist rechtsadjungiert zu — ® P§ und
linksadjungiert zu — ® I§, wo P§ und I§ durch die Zerlegungen P§ ~ k @ P§ und I§ ~ k @ I
definiert werden.

In F(k) wird der Funktor Ay, einfach A notiert und Differenzfunktor genannt ; das ist eines der
grundsitzlichen Werzeuge, um die Kategorie F (k) zu studieren.
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Teil 111
Klebensdiagramme, einfache Funktoren
und polynomische Funktoren

Das Ziel dieses Teils besteht daraus, einige Methoden zu beschreiben, um die einfachen Objekte
einer Funktorkategorie F(C; k) zu klassifizieren und besonders sie in F(k) anzuwenden.

8 Wiederholungen iiber die abelschen Quotientekategorien
und die Klebensdiagramm

In diesem Abschnitt bezeichnet A eine abelsche Kategorie.

Definition 8.1. Eine dichte Unterkategorie von A ist eine volle Unterkategorie C, wenn sie 0 enthélt,
und wenn die folgende Bedingung erfiillt ist : fiir jede exakte Sequenz 0 - B — A — C — 0 von A
gehort A zu C, wenn und nur wenn B und C zu C gehéren.

Man stellt fest, dass der Kern jedes exakten Funktors von A nach einer anderen abelschen Kate-
gorie (d.h. die volle Unterkategorie der Objkten von A, die auf 0 von diesem Funktor geschickt sind)
eine dichte Unterkategorie von A ist. Das Gegenteil wird vom Begriff abelscher Quotientekategorie
gegeben : wenn C eine dichte Unterkategorie von A (lokal klein anzunehemen, d.h. so dass die Un-
terobjekte jedes Objekts von A eine Menge bilden — es gilt fiir eine Grothendieck Kategorie) ist,
hat die Kategorie A/C die selben Objekte wie A und ihre Morphismen werden wie folgt gegeben :

hom 4,¢(X,Y) = X’CXC?(I})I?/EOb ChomA(X/, Y/Y').
Y/'CY,Y’'€eObC

Die Morphismenverkniipfung in .4/C wird von derjenigen von A in einem angepassten Sinn gefol-
gert, so dass es einen Funktor A — A/C gibt, der die Identitéit iiber die Objekte und die kanonische
Abbildung iiber die Morphismen gleicht. Dieser Funktor wird kanonischer Funktor genannt.

Man zeigt, dass A/C eine abelsche Kategorie ist, dass der kanonische Funktor exakt ist und C
als Kern hat ; ausserdem faktorisiert sich jeder exakte Funktor von A nach einer anderen abelschen
Kategorie, dessen Kern C enthélt, auf einzige Weise als ein (exakter) Funktor von Quelle .A/C durch
den kanonischen Funktor.

Definition 8.2 (Klebendiagramme). Ein Klebendiagramm ist ein Diagramm der Typ

q l
k_\ k_\
CZizA=B
P r
WO

e A, B und C sind abelsche Kategorien.

Der Funktor [ ist linksadgungiert zu e und e ist linksadgungiert zu r (besonders ist e exakt).

e Die Einheit i¢dg — el und die Koeinheit er — idg sind Isomorphismen.

Der Funktor ¢ ist linksadgungiert zu ¢ und 7 ist linksadgungiert zu p (besonders ist i exakt).

Die Einheit id¢ — pi und die Koeinheit ¢i — id¢ sind Isomorphismen.

Der Funktor i ist eine volltreue Einbettung von Bild ker e (besonders identifiziert ¢ C zu einer
dichten Unterkategorie von A).
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Warnung : die folgenden Literaturhinweise erwéhnen nur die Hinweisungen, die im Text zietiert
werden ; sehr unvollstdndig versteckt diese Bibliographie nicht alle wichtige Beziige im Bereich.
Die vollige Bibliographie dieses Minikurzes ist an folgender Seite verfiigbar.

http://www.math.univ-paris13.fr/~djament/Biblio-D.html
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