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Résumé

Le principal objectif de ces notes est de rendre disponible la démonstration de Scorichenko
([Sco00]), non publiée, de I'isomorphisme entre homologie des foncteurs et K-théorie stable a
coefficients polynomiaux sur un anneau quelconque. Plus précisément, on donne la démons-
tration de ’étape clef (dans sa formulation cohomologique), la plus originale, de I’argument
de Scorichenko, qui consiste en un résultat d’annulation (co)homologique général extrémement
frappant. (Franjou et Pirashvili donnent dans [FP03] tous les arguments de la démonstration
de Scorichenko, hormis ce qui concerne le résultat d’annulation en question, qui n’y est établi
que dans le cas particulier nettement plus simple des anneaux de dimension au plus 1.) Nous
montrons aussi comment d’autres résultats d’annulation cohomologique connus peuvent étre
obtenus et généralisés par la méme méthode.

Dans toute cette note, k désigne un anneau commutatif de base fixé. On se donne également
une catégorie additive A (essentiellement) petite.

Si C est une catégorie (essentiellement) petite, on note C — Mod la catégorie des foncteurs de C
vers la catégorie, notée Mod, des k-modules & gauche. (En fait, pour beaucoup de notre propos, la
catégorie but Mod peut étre remplacée par une catégorie abélienne assez gentille — par exemple
une catégorie de Grothendieck avec assez de projectifs.)

La catégorie C — Mod est abélienne; c’est une catégorie de Grothendieck (cf. [Gab62], par
exemple). Un ensemble de générateurs projectifs en est donné par les PS¢ = k[Home(c, —)] (k-

linéarisation du foncteur ensembliste Home/(c, —)), ol ¢ parcourt les objets de C (ou un squelette) :
on dispose d’un isomorphisme Homc,Mod(Pcc, F) ~ F(c) naturel en ¢ € ObC et F' € ObC — Mod.

1 Foncteurs polynomiaux

Pour tout d € N, on note t4 'endofoncteur A — A®@+1Y de A et 74 Pendofoncteur de précom-
position par tq de A — Mod. Si I est une partie de I’ensemble d = {0, 1,...,d}, on note u; (resp.
pr) la transformation naturelle id — t4 (vesp. ty — id) donnée par le morphisme A — A®(@+1)
(resp. A®(@+1) . A) dont la i-éme composante A — A est I'identité si i — 1 € I et 0 sinon.

On définit les effets croisés de degré d comme les transformations naturelles

erg = Z(—l)ul(UI)* tid — T4

Icd

(ou |I| désigne le cardinal de I) et

e =Y (=) (pr)w s 7a — id.

Icd

On note que le foncteur ¢4, donc également 74, est auto-adjoint.

Un objet F' de A—Mod est dit polynomial de degré au plus d si crq(F) = 0, condition équivalente
a cry’(F) = 0 et impliquant cr;(F) = 0 pour ¢ < d. (Cette condition est également équivalente au
fait que A;l;rl(F) = 0 pour tout X dans un ensemble E d’objets de A tel que tout objet de A
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soit facteur direct d’'une somme directe finie d’éléments de E, ou 'on note Ax le noyau de la
transformation naturelle de la précomposition par — @ X vers l'identité induite par la projection
canonique Y @ X — Y. Cette définition est usuellement employée, avec E = {A}, lorsque A est la
catégorie des modules & gauche projectifs de type fini sur un anneau A, par exemple.)

Notation 1.1. On note k4 le conoyau de cry.

2 Le critére d’annulation cohomologique de Scorichenko

Toutes les définitions et propositions de cette section sont dues & Scorichenko ([Sco00]).

Définition 2.1. Un foncteur F' € Ob.A — Mod vérifie la condition (AH)? (ot d et n sont des
entiers naturels) si, pour tout 0 < ¢ < n, le morphisme crq(k(F)) : k5(F) — 1ar}(F) est injectif
(ou l’exposant i indique la i-éme itération du foncteur k4). Si cette condition est vérifiée pour tout
n, nous dirons que F satisfait la condition (AH).

Proposition 2.2. Supposons que F' est un foncteur vérifiant la condition (AH)? et A un foncteur
polynomial de degré au plus d. Alors Ext'(A, F) = 0 pour i < n.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n, supposant la conclusion vérifiée pour les foncteurs

satisfaisant (AH)¢_, (pour n > 0). Dans la suite exacte longue de cohomologie associée & la suite

crq(F)
—

exacte courte 0 — F T4F — kgF — 0, les morphismes

crqg(F), : Bxt'(A, F) — Ext'(A, 74F)
sont nuls, puisqu’ils s’identifient par adjonction &
(erif (A))" : Ext'(A, F) — Ext(r44, F).

L’hypothése de récurrence fournissant Ext’(A, F) = 0 et Ext’(A, kgF) = 0 pour i < n, on en
déduit bien Ext" (A, F') = 0 comme souhaité. O

On note M(A) (resp. My(A)) la sous-catégorie de A dont les morphismes sont les monomor-
phismes scindés (resp. les morphismes nuls et les monomorphismes scindés) de A.
Notons 6 : A — Mod — My(A) — Mod le foncteur de restriction.

Définition 2.3. On dit qu'un foncteur F' de A — Mod vérifie la condition (RM)? si le morphisme
O(erq(F)) : 0(F) — 0(14(F)) de Mo(A) — Mod est un monomorphisme scindé.

Lemme 2.4. La condition (RM)? implique la condition (AH)?.

Démonstration. Comme le foncteur 6 est fidéle, la condition (RM)? implique (AH)d. 1 suffit donc
d’établir que si F vérifie (RM)?, alors il en est de méme pour xgF. Cela sera une conséquence
immeédiate du lemme suivant. O

Lemme 2.5. 1. 1l existe une transformation naturelle involutive v : 73 — 73 telle que 7y o

Ta(erq) = era(rq).

2. Disons qu’un morphisme f : F — G, ou F et G sont deuz foncteurs vérifiant (RM)? pour
lesquels on a choisi des rétractions rp : 074(F) — OF et rg : 074(G) — 0G auz effets croisés,
est (RM)®-compatible si le diagramme

o,
orgf — o

|- |-
0(f)

OF — 060G

commaute.
Le noyau et le conoyau d’un tel morphisme vérifient la propriété (RM)?.

3. Si F wvérifie la propriété (RM)?, il en est de méme pour T4F ; de plus on peut choisir les
rétractions de sorte que crqg(F) : F — 74F soit (RM)?%-compatible.



Démonstration. Le foncteur 77 s’identifie & la précomposition par 'endofoncteur 4 — A ® 7974
z

de A. On vérifie facilement que la précomposition par I'involution intervertissant les deux derniers
facteurs procure la transformation naturelle v souhaitée.
Le deuxiéme point est immédiat.
Pour la derniére assertion, on constate que le morphisme
0
or3F 5, gr2p U0, g
(dans la derniére fléche, on a encore écrit, par abus, 74 pour le foncteur analogue défini sur My (A) —

Mod) fournit une rétraction convenable & fcry(74(F)). La (RM)%-compatibilité provient de ce que
crq est définie & partir de la précomposition par des morphismes appartenant & Mg (.A). O

Proposition 2.6. Soient F' et A des objets de A — Mod. On suppose que F vérifie la condition
(RM)? et que A est polynomial de degré au plus d. Alors Ext*(A, F) = 0.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme 2.4 et de la proposition 2.2. O

Remarque 2.7. On a bien sir un énoncé d’annulation analogue en homologie, en remplacant les
groupes d’extensions par des groupes de torsion. L’énoncé originel de Scorichenko en est une variante
en termes de bifoncteurs et de leur homologie (de Hochschild).

Remarque 2.8. Pour les résultats de cette section, la catégorie but Mod peut étre une catégorie de
Grothendieck avec assez de projectifs arbitraire.

Remarque 2.9. Silon a Ext’_yoq(4, F) = 0 pour tout foncteur polynomial A (sans restriction
de degré), alors la méme annulation vaut lorsque A est analytique, i.e. colimite (qu’on peut sup-
poser filtrante, les foncteurs polynomiaux formant une sous-catégorie épaisse) de sous-foncteurs
polynomiaux. Cela se déduit de la suite spectrale cohomologique associée aux colimites filtrantes.

Cette annulation sur les foncteurs analytiques vaudra donc dans tous les exemples traités dans
la suite de cette note.

3 Le théoréme de comparaison homologique de Scorichenko

Notons « : A—Mod — M(A) — Mod le foncteur de restriction. On donne ici la démonstration,
due & Scorichenko, du résultat suivant :

Théoréme 3.1. Soient A et F deuxr A-modules a gauche, A étant supposé polynomial. Le mor-
phisme naturel
Eth‘l—Mod(A7F) - EXt;/I(A)—Mod(a(A)va(F))

induit par la restriction est un isomophisme.

Démonstration. On peut supposer que A et F' sont nuls en 0, puisque le foncteur constant k =
PSVI(A) est projectif dans M(A) — Mod.

Le foncteur « posséde un adjoint a droite 8 : M(A) — Mod — A — Mod, dont nous noterons
R*[ les foncteurs dérivés a droite. L’adjonction entre le foncteur exact « et le foncteur § se dérive
en une suite spectrale convergente

Ep? = Exth noa(A,RIB(X)) = Extiyy) yoa(@(A4), X).

Par conséquent, le théoréme sera démontré si 'on établit que Ext’y_poq(4, (R*BaF)/F) = 0
('unité F — BaF de 'adjonction est injective car le foncteur « est exact et fidéle).

Par le lemme de Yoneda, le foncteur 3 est donné par
B(X)(a) = HomM(A),MOd(an7X) ; plus généralement on a

R'B(X)(a) = Extig4)_moa(@Ps, X).
Noter que R*3(X) est comme X, nul en 0.



Soit d € N. On définit une transformation naturelle graduée
& 0yR*Ba(F) — 0R*Ba(F)
de la maniére suivante : pour tout objet a de A, &, est le morphisme
€a : Bxtaga)—Mod (0P 0y OF) = Extig(4)-Mod (W04 P)(a), @04 F) — Extaga)-moa(a Py, aF)

oil la premiére fleche est induite par I'endofoncteur exact pjo? de M(A) — Mod donné par la
précomposition par — @ a®?, qui vérifie la propriété Mog oa=aqo Jg, ou a(‘f est la précomposition
analogue sur A — Mod, et la seconde fléche est induite par la précomposition par le morphisme
Pt = Z[Homa[(a, —)] — 0P ,) = Z[Homa(a © a®, — ® a®)] induit par le foncteur — @ a®? et
la postcomposition par I’épimorphisme naturel scindé o¢F — F (déduit des projections canoniques

b®a® — b).

Avant toute chose, remarquons que le diagramme

r(F) (@) —2 o F(a) (1)

| |
raR*fa(F)(a) —— R*fa(F)(a)

dont les fleches verticales sont données par I'unité de ’adjonction commute, parce que pyo}(a) peut
se voir comme la composée

7aF (a) ~ Hom 4_Mod (P (a), F) — Homa wmoa (04 P 4y, 04 F) — Hom 4 moa (P, F) ~ F(a)
définie de maniére analogue a &,.

Vérifions que les applications linéaires £, sont fonctorielles en a € Ob Mg (A).

Si f : a — b est un monomorphisme scindé, g : b — a une rétraction de f et a’ un objet de A
tel que b~ a @ a’ et que f, g s’identifient respectivement a 'injection a — a @ a’ et a la projection
standard a ® o’ — a via cet isomorphisme, le diagramme suivant

EXt;/I(.A)—MOd(aPtJ;‘(a)’ OéF) B EXtTVI(A)—MOd(aO—((Ii,PtZ‘(a)? O[O'ZF) e EXt){V[(A)*MOd(aPaA’ OéF)

|

fu Extag(4)—Moa (005 Pl a0 F) fe

l

Extag(a)-Mod (P72 OF) ——= Extag 4)-mod (@0 P 0 F) ——= Extag a)-moa(@ P, aF)
commute, oil les lignes horizontales sont les fléches définissant &, et &, j est induit par le foncteur
exact Mo, k par les morphisme ofF — F et P/ — ol Py}, décrits plus haut et [ est induit par
le morphisme pod, (utiliser Pisomorphisme o, ~ 0,/ 0 0, déduit de 1’isomorphisme b ~ a & a’ et
Panalogue avec ppo). Cela établit la naturalité de & relativement a f.

11 ne reste donc plus, pour voir que £ définit une transformation naturelle 6 o 74(R*fa(F)) —
O(R*Ba(F)), qu’a constater la naturalité de & relativement aux morphismes nuls, qui découle de la
nullité en 0 de tous les foncteurs considérés.

Examinons maintenant la composition £o8(crq(R*Ba(F))). Pour cela, on considére, pour I C d,
le diagramme commutatif

(ur)«

EXt*(OZP;l, QF) EXt*<aP;j(a)7 O(F)

| |

Ext*(aocdPA acldF) o Ext* (aafllPt“;l(a), aolF) — Ext*(aPA, aF)



(ou les groupes d’extensions sont pris dans la catégorie M(A) — Mod et les fleches verticales sont
induites par le foncteur exact po?) qui explicite la composition

R*Ba(F)(a) % R Ba(F)(a) 25 R Ba(F)(a). 2)

Sa ligne inférieure est induite par la postcomposition par I’épimorphisme canonique aoc?F — oF
et la précomposition par le morphisme composé

aPt — aagPt“j(a) — aclPA (3)
[f] — [f@a®d] = [(f @aead) our] = [foug,u,...,ud (pour f € Hom 4(a, b))
(ot Pon a écrit uy = (ug, U1, - .-, uq))-

On distingue ensuite les cas suivants.

1. I = {0}. Notre fleche est alors induite par l'injection canonique de foncteurs id — o, qui
provient elle-méme du morphisme canonique de foncteur id —n 02 (données par l'injection
canonique b < b @ a®?). Par conséquent, la composition

Ext*(aP, oF) — Ext*(ac?PA, ac?F) — Ext*(aP3, aclF)

aa

coincide avec la postcomposition par le morphisme naturel aF — ac?F induit par F — ¢?F.
Comme la postcomposition de morphisme par I’épimorphisme canonique o¢F — oF est
lidentité, on voit que la composée (2) égale I'identité dans le cas qu’on considére.

2. I = @. Le morphisme (2) est alors nul, puisque R*Ba(F') est nul en 0.

3. I ¢ {{0},2}. Le morphisme (f o ug,u1,...,uq) est alors toujours un monomorphisme scindé
(il exite ¢ > 1 tel que u; = id,) ; autrement dit, le morphisme (3) se factorise par l'inclusion
de MJZP;VI “Y dans ac?PA. On peut par conséquent former un diagramme commutatif

Ext*(aPA, aF) ——— Ext*(ao?PA, ac?F) Ext*(aPA, oF)

l ———

Ext*(P;VI(A),aF) HExt*(MJgP;VI(A),anF)

dont la ligne supérieure a pour composée (2) et dont les deux fleches verticales sont induites
par le foncteur exact po?. On en déduit facilement que (2) coincide avec

F(uo)
—

R*Ba(F)(a) — F(a) F(a) — R*BaF(a).

Cela montre que le morphisme 074(R*Sa(F)/F) — 6(R*Ba(F)/F) induit par £ (le diagramme
commutatif (1) en justifie I'existence) est une rétraction de leffet croisé dcrqg(R*Ba(F)/F). La
proposition 2.6 permet de conclure. O

Remarque 3.2. On a un énoncé analogue en termes de groupes de torsion ou d’homologie de Hoch-
schild de bifoncteurs.

4 Autres résultats d’annulation cohomologique déduits du cri-
tére général
On commence par donner une généralisation d’un résultat classique di & Franjou, qui traite le

cas ol A est la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps fini.

Théoréme 4.1. Soient a un objet de A et P = Ker (PA — Pg') le projectif réduit de A — Mod
associé a a. Alors

Ext’_moa(F: 15(;4) =0 si F e ObA—Mod est polynomial.



Démonstration. Considérons le foncteur Z[—] : Ab — Ab noyau de 'idéal d’augmentation Z[—] —

Z. Pour tout d € N, on définit un morphisme 674Z[—] — 6Z[—] en envoyant [z, ..., x4 — [0] sur
[zo] — [0] si les x; sont non nuls pour ¢ > 0 et sur 0 sinon. C’est une rétraction de Ocrqy(Z[—]), de
sorte que Z[—]| vérifie la propriété (RM)%. Mais cette propriété étant stable par précomposition par
un foncteur additif, on en déduit que P:* = Z[—] o Homy(a, —) la satisfait également, de sorte que

la proposition 2.6 donne le résultat. O

Supposons maintenant donné un foncteur 7' de A vers la catégorie Ens, des ensembles pointés.
Notons A la catégorie des couples (a,t), ou a est un objet de A et ¢ un élément de T'(a), les
morphismes de (a,t) vers (b,u) étant les morphismes f : a — b de A tels que T(f)(t) = w. Le
foncteur Ap — A (a,t) — a induit un foncteur ¢p : A — Mod — Ar — Mod qui posséde un
adjoint & gauche exact wr tel que

wr(X)(a) = @ X(a,t).

teT (a)

On définit un autre foncteur exact Ar : Ap — Mod — A — Mod comme la précomposition par
le foncteur A — Ay a — (a,*) (ot l'on note * le point de base de T'(a)). On dispose d’une
transformation naturelle injective évidente \p — wr.

Théoréme 4.2. Sous l’hypothése
(H) le morphisme naturel T(A)V T(B) — T(A® B) est injectif

(0w V désigne la somme dans la catégorie Ens, ), Uinclusion naturelle Ar(X) — wr(X) induit pour
tout X € Ob Ar — Mod et tout F € Ob A — Mod polynomial un isomorphisme

EthélfMod(Fa )‘T<X)) = EthélfMod(F? wT(X))'

Démonstration. En remplacant X par son quotient par le sous-objet X’ défini par X'(a,t) = X(a, *)
si t = %, 0 sinon, on se rameéne au cas ou Ar(X) = 0.
Soit d € N. On définit un morphisme ¢ : frywr(X) — Owr(X) comme suit : pour tout objet a

de A,
&L P X@®Hu) - P X(at)

u€T (a®(d+1)) teT(a)

a pour composante X (a®@*) ) — X (a,u) le morphisme induit par p(o} : a®@*1) — a (projection
sur le premier facteur) si T'(i{o}) : T(a) — T(a®(@*V)) envoie ¢ sur u (ce qui entraine T'(pgoy)(u) =t
puisque pyoy 0 ifo} = id,), 0 sinon. Le fait que £ est bien une transformation naturelle de foncteurs
depuis My (A) provient de ce que Ar(X) = 0 (qui assure la naturalité relativement aux morphismes
nuls) et de ’hypothése (H) (qui implique que T transforme un monomorphisme scindé en une
injection).
La composée
ng(X) % QwaT(X) i GwT(X)

est nulle pour I # {0}, car ’hypothése (H) implique que les images de T'(uy) : T'(a) — T(a®(@+1)
et T'(ugoy) ne se rencontrent qu’en le point de base, de sorte que la nullité de A7 (X) permet de
conclure.

Pour I = {0}, cette composée égale I'identité. Le foncteur wy(X) vérifie donc I’hypothése (RM)?
(pour tout d), d’ou la conclusion par la proposition 2.6. O

Un cas particulier important est celui ou A est une catégorie abélienne (ou plus généralement une
catégorie additive ou tout morphisme se factorise, de maniére unique & isomorphisme prés, comme
un épimorphisme suivi d’'un monomorphisme, ce qui permet de disposer de la notion d’image) et le
foncteur T = Gr associe & un objet a de A I'ensemble de ses sous-objets (i.e. le quotient de ’ensemble
des monomorphismes de but a par I’action a gauche tautologique du groupe Aut 4(a)), pointé par
le sous-objet nul. La propriété (H) est clairement vérifiée. Mais on peut obtenir en fait mieux que
le résultat donné par le théoréme précédent. On introduit quelques notations supplémentaires a cet
effet.



Soit E(A) la sous-catégorie des épimorphismes (non nécessairement scindés) de A. On dispose
de foncteurs r : Ag, — E(A) (a,t) — tets: AxE(A) — Ag, (a,z) — (a® x,z). On note
c:Agr — Mod — A x E(A) — Mod ~ Fct(A,E(A) — Mod) (catégorie des foncteurs de A vers
E(A) —Mod) la précomposition par s. Nous dirons qu’un foncteur X de Ag, — Mod est polynomial
si o(X) Pest (la définition d’un foncteur polynomial dans Fct(A,E(A) — Mod) est la méme que
dans A — Mod = Fct(A,Mod)). On définit enfin un endofoncteur v de Ag, par

V(X)(aat): @ X(avu)a

uegr(t)

ol un morphisme f : (a,t) — (a’,t') induit v(X)(f) ayant pour composante X (a,u) — X (a’,u’) le
morphisme induit par f si f(u) = «/, 0 sinon. On remarque que v est un sous-foncteur de (w (on
omet les indices Gr) — noter que w(X)(a,t) = B, cg, ) X (@, u).

Théoréme 4.3. Sous les hypothéses précédentes, si X et Y sont deuz objets de Ag, — Mod, X
étant supposé polynomial, le morphisme naturel

Ext’y,, —Moa (X, v(Y)) = Extl, _moa (X, w(Y)) = Ext)moa(W(X), w(Y))

(0w la premiére fleche est induite par Uinclusion v(Y) — w(Y) et la seconde est l’isomorphisme
déduit de l’adjonction entre les foncteurs exacts v et w) est un isomorphisme.

Démonstration. Montrons d’abord que le morphisme naturel
Extg(F,ov(Y)) — Extz(F, ow(Y))

est un isomorphisme lorsque F' € Ob B est polynomial, ou I'on a posé B = Fct(A,E(A) — Mod).
Pour cela, on définit Z € ObFct(Ag,, E(A) — Mod) par

Zanw= @  Yeouo)
veGr(adu)
Im (v—a@u—a)=t

Peffet sur les morphismes étant défini comme pour v. On constate que A\(Z) = ov(Y) tandis que
w(Z) = ow(Y), de sorte que le théoréme 4.2 implique notre assertion. Ici on a encore noté w et
A les variantes & Fct(Ag,, E(A) — Mod) des foncteurs initialement définis sur Fct(Ag,, Mod), ce
qui n’affecte pas la validité du théoréme 4.2 en vertu de la remarque 2.8 (on peut aussi déduire
directement le résultat dont on a besoin du théoréme 4.2 sous sa forme minimale par un argument,
standard de suite spectrale).

Le foncteur s est adjoint & gauche au foncteur m : Ag, — A x E(A) (a,t) — (a,t), de sorte
que le foncteur o est adjoint & droite & la précomposition p par m. Par conséquent, ce que nous
venons d’établir montre que

Extl,, —Moa (X, v(Y)) = Extl, _moa (X, w(Y))
est un isomorphisme pour X = p(F), ou F' € Ob B est polynomial.
On utilise alors les observations suivantes :

1. les foncteurs u et o préservent les foncteurs polynomiaux ;

2. la coiinité po(X) — X de P'adjonction est surjective (elle provient en effet des morphismes
(a®t,t) — (a,t) de Ag, de composantes I'identité de a et 'inclusion de ¢ dans a; ce sont des
épimorphismes scindés), ce qui permet de construire une résolution simpliciale exacte du type

e ()" (X) = e = (00)2(X) = pr(X) = X 0

(cf. [Dja07], § 7.2 pour plus de détail sur cette résolution).
La comparaison des suites spectrales associées par application de Ext*(—,v(Y)) et Ext™(—, w(Y))
permet donc de déduire le cas général requis du cas ot X est dans 'image du foncteur p précédem-
ment traité. O

Le cas o A est la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps fini est le
théoréme 10.2.1 de [Dja07].
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