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Résumé

Il s’agit des notes d’un exposé donné dans le cadre du groupe de tra-
vail organisé au sein de I’équipe de topologie algébrique du LAGA en
novembre 2025 autour du travail d’Arone [I]. On y présente quelques
résultats montrés ou mentionnés dans ledit travail, mais sans forcément
suivre les mémes méthodes.

Avertissement : ces notes d’exposé constituent davantage un aide-mémoire &
I'intention de leur auteur qu’'un texte facilement utilisable pour 'auditoire ; elles
contiennent probablement de nombreuses coquilles, notations non définies etc.

1 Préliminaires

Notations et rappels : pour C catégorie (essentiellement) petite, on note
F(C) la catégorie des foncteurs C — Ab. Produit tensoriel extérieur X : pour
F e FC) et Ge F(D), FRG € F(C x D) est défini par (F X G)(c,d) =
F(c) ® G(d). On dispose de — 669 — : F(C°?) x F(C) — Ab (composé de X :

F(COP) x F(C) = F(C° x C) et de Coend) et des dérivés a gauche Tor$ de ce
bifoncteur équilibré (on peut indifféremment dériver a gauche par rapport a I'un
ou lautre des arguments). On note Z[G] I'anneau d’un groupe G, [a] € Z[G]
pour a € G 'élément "de base" correspondant, et Z[G] I'idéal d’augmentation.

Dualité Ext/Tor : pour F € F(C°?), T € F(C) et M € Ab, on a un iso
naturel
HOHl]:(C) (T, HomZ(F, M)) ~ HomZ(F ® T, M)
c

qui se dérive en des suites exactes courtes scindées (non naturellement)
0 — Exty(Tor{_, (F,T), M) — Ext’ (T, Homg(F, M)) — Homg(Tor{ (F,T), M) — 0

si F est a valeurs dans les groupes abéliens libres.
Parfois, pour des raisons techniques, on préférera travailler avec des Tor que
des Ext.
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2 Reésolution barre dans F(gr) et premiéres consé-
quences

Si G est un groupe, on dispose d’'un complexe de groupes abéliens naturel
en G J
= ZIGMT 2 ZIG) = - = Z[G) = Z

ot dn([g1;- -+ gnt1]) = [92,- - - 79n+1}+2?:1(—1)i[91> oy Gim1 GiGit 15 Gik2s -+ -5 Gnr1] T
(—=1)"*[g1, ..., gn] dont 'homologie est H,(G;Z).
Ce complexe, ici noté B(G), est le complexe de Moore d’un ensemble sim-
plicial B(G) naturel en G tel que B(G),, = G™. Le complexe normalisé associé
sera noté B(G); on a B(G),, = Z[G]®".
Comme I’homologie d’un groupe libre est concentrée en degrés 0 et 1, si
lon se restreint a gr (catégorie des groupes libres de rang fini), on obtient,
en tronquant le degré 0 et en décalant de 1 le complexe B(G), une résolution
projective dans F(gr) du foncteur d’abélianisation a € F(gr) de la forme

o= P, —>Pi == P
ot P;(G) := Zlgr(Z**, —)] est projectif, ou, en utilisant B(G),
co s PO, PR L, P

En particulier, pour F' € F(gr°?) et n € N, on obtient un isomorphisme
naturel Tor®" (F,a) ~ m,41(B«(F)), ou B.(F) est un groupe abélien simpli-
cial naturel en F tel quel B(F), = F(Z*") ou, dualement, pour F' € F(gr),
Ext"(a, F) ~ 7"+t1(B*(F)), ott B*(F) est un groupe abélien cosimplicial naturel
en F tel quel B(F)"™ = F(Z*"). Ici, la structure (co)simpliciale provient simple-
ment de la post-composition par F' du groupe cosimplicial (libre de rang fini en
chaque degré) A < Ens’ 2, gr, ot ®(E) := Ker(Z*F — Z) (foncteur défini
formellement a partir du fait que x est un coproduit catégorique dans gr). Cet
énoncé est essentiellement la proposition 5.1 de [5]. Cette interprétation "topo-
logique" est manifestement équivalente au théoréme C de [I] lorsque le foncteur
a la source est a.

On note que Hom gy (P, F) ~ F(Z*") et Homz(gp) (P®", F) ~ cry(F)(Z, . .., 7).
En particulier :

Proposition 2.1. Si F € F(gr) est polynomial de degré d, alors Ext™ (a, F) =0
pour n > d.

Un calcul direct qu’on peut faire a partir de la résolution barre normalisée
est le suivant :

Proposition 2.2. Le groupe abélien Ext'(a, A™(a)) est isomorphe a 7 pour
i=n—1 et est nul sinon.

Une autre conséquence facile mais utile de cette résolution barre est la for-
mule de Kiinneth suivante (cf. [0 lm 1.4]) :

Proposition 2.3. Pour F,G € F(grP) réduits (i.e. nuls sur le groupe trivial),
avec F' ou G & valeurs sans torsion (sur Z), et n € N, on dispose d’une suite
ezacte naturelle scindée

0— @ Torf" (F,a)@Tor§" (G, a) — Tor§ (FoG,a) — @ Tor? (Tor®" (F, a), Tor¥ (G, a)) — 0.
it+j=n—1 itjmn—2



Pour F,G € F(gr) réduits, avec F' ou G & valeurs sans torsion, et n € N on
a une suite exacte naturelle scindée

0— € Ext'(a, F)®Ext/(a,G) - Ext"(a, FRG) » P Torf(Ext’(a, F), Ext’ (a,G)) — 0.

itj=n—1 i+j=n—2
En combinant ce qui précéde, on obtient :

Proposition 2.4. ([9, prop. 1.3]) Le groupe abélien Ext’(a, a®™) est isomorphe
aZ sti=mn—1 et nul sinon.

Ezemple 2.5. La classe de la suite exacte courte 0 — a®? — Pay — a — 0 (ot
Pa,, désigne le n-iéme foncteur de Passi) engendre Ext'(a, a®?).

Proposition 2.6. ([1, cor. 11.14]) Le groupe abélien Ext’(a, Pa,,) est isomorphe
aZ sii=mn—1 et que n est impair et est nul sinon.

Esquisse de démonstration. On procéde par récurrence sur n en utilisant les
suites exactes courtes 0 — a®? — Pa,, — Pa,_; — 0 et la proposition
Il faut vérifier pour conclure, dans le cas ou n est pair, que le morphisme de
liaison Z ~ Ext™ ?(a, Pa,,_1) — Ext""!(a, a®") ~ Z est un isomorphisme. Dans
le cas n = 2, c’est ’observation de I’exemple le cas général est analogue (et
nécessite un examen explicite de 'isomorphisme de la proposition . O

3 Adjonction somme/diagonale et conséquences

Si I’on souhaite calculer tous les groupes d’extensions Ext’(a®"), a®™) par
une méthode "algébrique", suivant [9] § 2], on peut tout déduire de la proposi-
tion et d’une autre "formule de Kiinneth", qu’on va maintenant présenter.

Pour n € N, on note %, : gr'* — gr le foncteur "produit libre n-itéré" et
0, : gr — gr” la diagonale n-itérée. Le fait que * soit une somme catégorique
signifie exactement que *,, est adjoint & gauche & d,. Il s’ensuit que le foncteur
—oxy, : F(gr) — F(gr") est adjoint & droite & —od,, : F(gr™) — F(gr). Comme
un foncteur de précomposition est toujours exact, cette adjonction s’étend di-
rectement aux groupes d’extensions (on a aussi une variante pour les groupes
de torsion) : si F est un foncteur de F(gr) et X un foncteur de F(gr™), on a
un iso naturel

Eth’:(gr) (X o 677.7 F) =~ EXt‘*F(grn)(X’ Fo *n)

de groupes abéliens gradués.

En particulier, Ext*f(gr)(a‘@", F) ~ Ext}(grn) (a®", Fox,). On peut alors uti-
liser une formule de Kiinneth pour les produits tensoriels extérieurs de foncteurs
(qui marche avec moins d’hypothéses en Tor qu’en Ext) :

Proposition 3.1. Soient C et D des petites catégories, F,G € F(C),T,U €
F(D) des foncteurs. On suppose que F et T possédent une résolution projective
dont chaque terme est de type fini et que G ou U est a valeurs sans torsion sur
Z. Alors il existe une suite exacte courte naturelle scindée

0= P Extirp)(F,G) @ Exth 1 (T,U) = Exthcyp) (FRT,GRU). ..
i+j=n

- P Torf(Exth)(F,G),Exthp, (T,U)) = 0.
i+j=n—1



Corollaire 3.2. (Cf. [9, Im 2.2]) Soient Fi, ..., F, des foncteurs de F(gr). On
suppose que les valeurs des F; et les Ext"(a, F;) sont sans torsion. Alors

Ext s (gpn) (0", Fy &+ R F,) ~ (X Ext g (a, ).

i=1

On peut maintenant retrouver le calcul complet des Ext’(a®", a®™) a partir
de la proposition [2:4] et de 'isomorphisme

0 %, @ (a®i1®~--®a®i") Tg’”xmxz

i1 in
i1+t Fin=m

4 Un critére d’annulation (co)homologique

Proposition 4.1. ([3, prop. 4.4]) Soit X € F(gr°P) un foncteur tel qu’existe,
pour tous objets A et T de gr, une application linéaire §(A,T) : X (A) — X (T
A) vérifiant les propriétés suivantes :

1. pour tous p: A — B etT dans gr, les composées

x(B) X9 x(4) ST, x (T« A)
et
x(B) 281, x (1« B) X x (T« A)
coincident ;

2. la composée

u(A,T))

X(A) S,y s 4) XA vy

est Uidentité, ou u(A,T): A — T x A est linclusion canonique ;
3. étant donmés ¢ : A — B, T et 7 : T — T x B dans gr de sorte que
le morphisme 0 : T x B — T x B égal a lidentité sur B et a T sur T

soit un isomorphisme, si l'on note ¢ : T x A — T x B le morphisme de

B,T .
composantes A B u T« B etT 5 T x B, alors les composées

X(B) X9 x(4) 4T, x (T« A)
et
x(B) 280, x 1+« B) XY x (T A)
coincident.

Alors Tor$" (X, a ® P,) = 0 pour tout entier r.

(La premiére propriété est un cas particulier de la troisiéme, mais il sera
commode pour la suite de les différencier.)

Démonstration. Pour tout entier n > 0, posons
hp = &(Z" T Z) : X(n471) = X(n 47+ 1).

I suffit de prouver la relation d’homotopie dphy, + hp_1dn—1 = Idx(nir)
pour tout entier n > 0 (& lire djhy = Id pour n = 1), ou d,, est la différentielle
du complexe barre (non normalisé). Celle-ci découle des identités suivantes :



L X(a™")hy = Idx(niry;

2. XYy = by 1 X (a"17);

3. X0 )y = hy1 X (0 pour 1 < i < — 1
4. X (" Vhy = hp_1 X (c?717)

qu’on montre maintenant, les morphismes a™",b;"", c™" : Z*TTN — ZxrEnAd
étant définis, via I'identification Homgy (Z*" 7, Z*"T7F1) o (Z*r 0t ntr par

>

a™’ = (627 B en+r+1)

n,r
bi - (ela"'7ei717eiei+17e’i+27"'7en+’r‘+1)

n,r __
c _(ela-~-aen;en+27~-~,en+r+1)

ol (e1,...,entrt1) désigne la « base » tautologique de Z*" "+,

La premiére égalité provient de la deuxiéme hypothése sur les morphismes
&, du fait que a™" = u(Z*"*t" 7).

La troisiéme (resp. quatriéme) égalité provient de la premiére hypothése sur
les morphismes &, puisque b} = Z x b;"" (vesp. ¢™" = Zx "~ bT).

Pour la deuxiéme égalité, on applique la troisiéme hypothése sur les & avec
o = a" b = u(ztr= 7)) ittt 57X et T = 7, en prenant pour
T 7 = Z% 7" = 7*"t"t1 le morphisme donné par I’élément ejes du
but. La condition d’inversibilité de 6 est clairement vérifiée (c’est un générateur
canonique du groupe des automorphismes de Z*"*"1) et 1 n’est autre que
b1"". Cela termine la démonstration. O

5 Application & I’homologie stable des groupes
d’automorphismes des groupes libres

Soit G la catégorie ayant les mémes objets que gr et dont les morphismes
G — H sont les couples (u, K) constitués d’un morphisme de groupes injectif
u: G — H et d'un sous-groupe K de H tels que H = u(G) * K. On note que
Homg (F,, F,) est vide si n > m et s’identifie & Aut(F,)/Aut(F,—_,,) sinon. Le
produit libre induit une structure monoidale symétrique sur G. Avec la termin-
logie de [8], G est la catégorie homogéne associée aux groupes d’automorphismes
des groupes libres. Il suit de tout cela et d’un résultat général de [2] que :

Proposition 5.1. Pour tout foncteur X de F(G) I’homologie stable H'(X) :=
colilrwn H.(Aut(F,); X(F,)) est naturellement isomorphe a H., (coli&n Aut(F,); Ho(G; X)).
ne ne

Par un résultat profond de Galatius [4], on peut remplacer colilr\ln Aut(F,)
ne
par le groupe symétrique infini X, := Colilr\ln Yin.
ne

On dispose d’un foncteur i : G — gr qui est I'identité sur les objets et donné
par (u, H) — u sur les morphismes; noter que i est monoidal symétrique (au
sens fort).

Théoréme 5.2. ([3, th. 5.4]) Si F € F(gr) est un foncteur polynomial réduit
et T € F(gr) un foncteur arbitraire, on a H.(G;(F ® T)oi) = 0, et donc
H'(F®T)oi)=0.



On va maintenant tenter d’expliquer la stratégie de la démonstration de ce
résultat.

Remarque 5.3. Randal-Williams [7, th. A (i)] a obtenu, par des méthodes topo-
logiques indépendantes, un résultat d’annulation essentiellement équivalent au
théoréme précédent. J’ignore si 'on peut trouver des liens entre son approche
et celle d’Arone [I] (qui ne traite toutefois pas directement d’homologie stable).

On commence par relier I’homologie de G a celle de gr a ’aide d’une suite
spectrale : notons 4 : F(GP) — F(groP) lextension de Kan & gauche le long du
foncteur i°P : G°P — gr°P (i.e. 'adjoint & gauche a la précomposition par i°P).
11 donne lieu & un isomorphisme 4(X) ® F ~ X %) (F o) naturel en X € F(G°P)

gr

et F' € F(gr). Celui-ci se dérive en une suite spectrale de foncteurs composés

Eg’q = Torg" (Ly(i)(X), F) = Tor?

pq( X, Floi).

En particulier, prenant X constant, on a une suite spectrale
E} , =Tor8 (Lg, F) = Hyyq(G; F o)

ou Ly = Ly (i1)(Z) peut étre décrit par L, (A) = Hy(G[A]) ot G[A] est la catégorie
définie comme suit.

Définition 5.4. Soit A € gr. On note G[A] la catégorie dont les objets sont les
couples (B, f) formés d’un objet B de G et d’un élément f de Homg, (A, i(B)),
les morphismes (B, f) — (B’, f) étant les morphismes u : B — B’ de G tels
que f' =i(u)o f € Homg, (A, i(B")).

On montre que les foncteurs L, vérifient I’hypothése de la proposition
Cela suffit a conclure grace a la suite spectrale et a l’observation (non tri-
viale, mais pas trés difficile non plus — cf. [3, prop. 5.3]) que 'annulation
de Tor§"(Lq,a ® P,) pour tout n € N implique aussi celle de Tor®" (Ly, FF @ T')
pour tous foncteurs F' et T de F(gr) avec F' polynomial réduit.

On considére pour cela les applications linéaires

E(A,T): Le(A) = Lo(T' x A)

induites en homologie par les foncteurs G[A] KN G[T * A] et I'on vérifie les
trois conditions de la proposition
La premiére propriété provient de ce que les morphismes

Lo(B) 229 po(a) S0, 1T« A)
et
&(B,T) Lo(T*p)

Lo(B) 220, 115 B) L2 1 (T« A)
sont induits par les foncteurs G[B] — G[T * A]
(G € G, f € Homg,(B,iG)) — (T*G,T+ (A5 B EN iG))
et

G e G, feHomg(B,iG)) s (T+G,Tx A% T«B 2 17yic
g



respectivement, qui sont égaux.
Pour la deuxiéme, on note que la composée

§(AT) Lo (u(A,T))

Lo(A) Lo(T * A) Lo(A)

est induite par I’endofoncteur

Geg, feHome (A, iGQ)) = (T+*G,A—"5T*xA—"=TxiG
. u(A,T) Txf

de G[A]. Comme le diagramme

A MAD g

I
u(tG,T)

G ——————T xiG

commute, le morphisme naturel G — T x G de G induit une transformation
naturelle de l'identité de G[A] vers ce foncteur. Par conséquent (cf. [6]), celui-ci
induit 'identité en homologie.

Venons-en a la derniére propriété. Les composées

§(AT)

Lo(B) X% 1, (4) Lo(T % A)

et
Lo(B) 22 Lo(T+ BY 22 Lo(T « A)

qui nous intéressent sont induites par les foncteurs G[B] — G[T * A]

(G € G, f € Homg(B,iG)) (T + G, T+ A =% T« B 2 7 4iG))
et
(G €6, f € Homge(B,iG)) = (T« G, Tx A% T+ B L 744

respectivement. Le morphisme de groupes T x G — T * G dont les composantes

. « G, . .
sont T 5 T+ B 25 Twcet 6“9 746 est un isomorphisme (son

inverse est le morphisme de composantes T’ T—/> T+B 2 7y G, ou 7' est
la composante T'— T * B de l'inverse de 'automorphisme 6, et u(G,T)), c’est
donc aussi un automorphisme de T x G dans la catégorie G, automorphisme que
nous noterons . La conclusion provient alors des deux observations suivantes :

1. le morphisme v est naturel en G € G (il suffit pour le voir d’écrire ce
que sont les morphismes dans G[B]);

2. il fait commuter le diagramme

Tx A i T+ B ) TxG

R

T«xB—>TxG

de gr, de sorte qu’il définit une transformation naturelle entre nos deux
foncteurs G[B] — G[T * A], qui induisent donc la méme application en
homologie.
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