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1. RAPPELS

Remarque 1.1. Partout on travaille avec des espaces p-complets afin qu’on puisse
détecter les équivalences faibles par ’homologie modulo p. On écrit H,(—) pour
H.(—;Fp).

Pour k € N, I'espace L1 (k) est le rétracte de 'espace de Thom BE,’jk donné par
lI'idempotent de Steinberg. Puisque pj, contient la représentation triviale, BE}* est
une suspension et donc L (k) est un co-H-espace.

Notation 1.2. Ly, := H,(L1(k)), 'homologie réduite (modulo p) de L1 (k).
Remarque 1.3. La connexité de Ly, est connue :
[0 x<elk)

(L)~ = { F, *=c(k),

ot ¢(k) = 2p* — 1 — k. (En particulier ¢(k) — oo lorsque k — 00.)
Rappeler que L(k) dénote le spectre L(k) := $-kspr* (S)/SPI"M1 (S)etquona
lI'identification
$° Ly (k) ~ LL(k).

La conjecture de Whitehead concerne un diagramme de morphismes de la forme

d
..<:>QL1(k+1)<—S_>:QL1(k)<:>...,

ol @ = Q*X>, donc QL4(k) ~ QXL(k) et di est un morphisme d’espaces des
lacets infinis (est de la forme Q2°°4;, pour 6 : ¥°Lq(k + 1) — XLy (k), une appli-
cation stable de L (k + 1) vers Ly (k)).
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Remarque 1.4. Le résultat principal de Kuhn, [Kuh13, Theorem 1.1], fournit des
hypotheses sur dy, s, (Vk) qui garantissent que

disk + Sk—1dr—1 : QL1 (k) = QL1 (k)

soit une équivalence d’homotopie.
De ce résultat on déduit la conjecture de Whitehead en exhibant de bonnes fa-
milles d’applications continues {dj}, {sx}. (Voir Section 6.)

On a utilisé le résultat suivant afin de nous amener a I’étude des primitifs en
homologie (primitifs pour la structure naturelle de coalgebre de H.(—) d'un es-

pace).

Proposition 1.5. Soit f : X — X une application continue, oit X est un espace connexe
de type fini. Alors H,.(f) est un isomorphisme si et seulement si le morphisme PH.,.(f) :
PH.(X) — PH.(X) est un isomorphisme.

Kuhn utilise une version homologique des foncteurs de Singer R, : Mod, —
Mod, n € N, ot Mod,y est la catégorie des .27-modules a droite.

Remarque 1.6. @Il conviendrait de donner une définition cohérente des foncteurs
R,, qui rendent limpide la relation avec la topologie.

Remarque 1.7. On dispose de transformations naturelles* (Vn, k € N):

ix  RuRp — Rpyk
tr : Ry+r — Ry, Ry

Par [Kuh13, Proposition 2.5]), tr correspond au transfert lorsqu’on 'applique a

un module de la forme H,(X), X un espace. En particulier, ces transformations

montrent que R4 M est facteur direct (dans Mody) de R,, R, M,VM € ObMod.
Ainsi, on dispose d"une extension

(1) Homg (RsM, R¢N) — Hom gy (Ry4sM, Ryt N)
qui associe a o : R;M — RN la composée

RyisM ——= RpyRM % R, RN —" > R, N,

ou bien Hom (R;M, RyN) — Hom (R. M, R.N).

La relation avec les primitifs de '’homologie d"un espace de la forme QZ (pour
Z convenable) est expliquée par le résultat suivant.

Proposition 1.8. [Kuh13, Section 2.3] Soit Z un co-H-espace connexe, alors

PH.(QZ) = R.H.(Z) := P RnH.(2).

n>0
Ceci meéne au probleme de la compréhension de
PH,(g) : PH,(QZ1) — PH,(QZ>)

pour g : QZ; — (QZ; une application continue quelconque (pas nécessairement
d’espaces des lacets infinis), olt Z1, Z» sont des co-H-espaces (et donc connexes).

1. L'existence dans le cadre algébrique a été expliqué dans 1’exposé de Nguyen Dang Ho Hai.
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2. CONSEQUENCES DE LA DECOMPOSITION STABLE DE QZ
Soit X un espace connexe par arcs, alors on dispose de la décomposition stable :
YOQX ~ \/ YD, X &3 \/ D, X.
r>1 r>1
Puisque 2*° est un adjoint a droite, il envoie les produits de .#5# (la catégorie d ho-
motopie stable) sur les produits d’espaces topologiques. En raison de la connexité

des D, X, dans le cas actuel, \/T> 1 2D, X est le produit dans .77, ainsi 'unité
de l'adjonction fournit le diagramme commutatif :

QX QAX

I, ir l:

[[>: QD X).

définissant ainsi les invariants de Hopf j, : QX — Q(D,X).

Soit f : QX — Q°°FE une application continue (pas nécessairement d’espaces
), l'adjoint f : ¥ QX — E fournit les composantes stables f(r) : ¥°D,(X) —
E:

nx

seox L F

:l V £(r)
V., %D (X).

En appliquant le foncteur 2°°, on retrouve le morphisme f via le diagramme sui-
vant :
f
//\

nx 00X Q= f O*E

I :l /%Zr)

[1, QD (X),

ce qui fournit I'identification (voir [Kuh13, Lemma 2.1]) :

F=> 0%f(r) o,

r>1

QX

(Ici la somme Y des applications Q> f(r) est définie en utilisant le produit com-
mutatif de Q*°F.)

Remarque 2.1. L'application continue f est un morphisme d’espaces (2*° si et seule-
ment si toutes les composantes f(r) sont triviales pour r > 1 (voir [Kuh13, Remark
2.2]).

Lemme 2.2. Pour f; : Y — Q*E, i € Z, un ensemble d’applications continues qui
induisent I'application

f=> fi:Y 5 Q¥E,
i€s
le morphisme sur les primitifs
PH.(f): PH,(Y) — PH,(Q®E)
est la somme des applications linéaires : f =, , PH.(f;).

On en déduit :
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Proposition 2.3. Soit f : QX — Q>FE une application continue, alors le morphisme
induit sur les primitifs se décrit comme :

PH.(f) = Y PH.(Q®J(r)) o PH.(j,).

L'identification de PH..(j,) dans les cas qui nous intéressent découle du résultat
suivant :

Proposition 2.4. [Kuh13, Proposition 2.3] Pour Z un co-H-espace, la composante de
¥ j; par rapport aux décompositions stables de QZ et QD Z :
N%D,Z = 207 "' v°0D,Z — ¥°D,D,Z
est triviale si r # st; lorsque r = st, elle est le transfert associé 4 S5 &, C Gg.
Rappeler que, si Z est un co-H-espace, on a PH,(QZ) = R.H.(Z), donc pour

une application continue f : QZ1 — QZ> (Z1,Z2 des co-H-espaces) fournit les
contributions

PH.(Q®f(r)) o PH.(j,) : ReH.(Z1) = R.H.(Zy).
La contribution de f(r) est non-triviale si et seulement si r = p™, pour 0 < m € Z.

Notation 2.5. On dénote par f(r) : D,(X) — Q®F l'adjoint a f(r) : £°D,(X) —
L.

Proposition 2.6. [Kuh13, Theorem 2.7] Soit f : QZ1 — QZ» une application continue,
ot Z1, Zo sont des co-H-espaces. Alors, pour 0 < m € Z, PH,.(Q® f(p™)) o PH.(jpm) :
R.H.(Z\) = R.H.(Z) est l'extension (cf. (1)) du morphisme supérieur du diagramme
commutatif suivant :

~ A ~
Ry H,(Z1) —= PH.(QZ2) —~ R.H.(Z)

|

™)
H.(Dyr 7)) L V1, (Q2,).

Démonstration. Une conséquence directe de la Proposition 2.4, en utilisant 1'identi-
ficationde R+ --» R, Ry al’aide du transfert (voir [Kuh13, Proposition 2.5]). O
Remarque 2.7.

(1) Pour m = 0, le morphisme est induit par

H.(Z1) = R.H.(Zs).

@Méme lorsque f est une application {2°°, ce morphisme n’est pas en général
de la forme H.(Z1) — H.(Z2) C R.H.(Z;). (Par exemple, considérer les
morphismes dj, !)

(2) Dans le cas général, on se ramene au probleme de l'identification des mor-
phismes

RmH,.(Z1) = R.H.(Z5).

En général ceci est extrémement difficile ; pour les espaces L1 (k) la structure
de #7-module fournit des restrictions fortes sur les morphismes possibles.
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3. RIGIDITE ALGEBRIQUE
Rappelons les ingrédients algébriques principaux :
(1) [Kuh13, Lemma 3.1] :
Hom, (Lji1, L) = 0.
(2) [Kuh13, Lemmas 3.3 et 3.8] :
Homg (Lg+1,RaLy) = Fy
Homg (Ri1Lg, Ly+1) = Fp
(3) [Kuh13, Theorem 6.2] :
Homg (RmLj, RoLy) =0
ifm+j<n+k.
On obtient directement :

Proposition 3.1. Soit f : QL1(k) — QL1(k — 1) un morphisme Q>°. Alors PH..(f) :
R.Ly — R.Ly_1 est l'extension d'un morphisme € Hom (Ly, R1Li—1), donc est
déterminé par un élément de I,

Démonstration. Puisque f est un morphisme Q°°, f(r) est trivial pour r > 1 (cf. Re-
marque 2.1) et Proposition 2.6 montre que PH.,(f) estI'extension d'un morphisme
L — R.Li_;. Les résultats d’annulation que la seule contribution potentielle-
ment non-triviale provient de L, — Ry Lj_1. O

Remarque 3.2. Il n’est pas difficile de donner un critére pour que PH.(f) soit non-
trivial (cf. les hypotheses de [Kuh13, Theorem 1.1]).

On peut également considérer une application continue g : QLi(k — 1) —
QL1(k) de la méme maniere. Par la Proposition 2.6, la composante g(p™) don-
nerait une contribution induite par un morphisme de /-modules :

R, Li_1 — @ R:Ly.
t<m-—1
Par exemple, pour m = 0 la contribution est triviale, et on obtient le résultat sui-
vant :
Proposition 3.3. Soit g : QL1(k — 1) — QL1 (k) une application continue.
(1) Si g est une morphisme Q>°, alors PH,(g) = 0.
(2) Si le morphisme induit par g(p™), Ry Li—1 — @tgm% R.Ly, est trivial Vm >
1, alors PH,(g) est induit par un morphisme € Homg (R1Ly_1, L), donc est
déterminé par un élément de I,

Remarque 3.4. Le point difficile est de montrer que les morphismes R,,L;—1 —
D, <,._1 Ri Ly sont triviaux (m > 1). (Au fait, pour la démonstration, il suffirait de
montrer que la composante R, Ly—1 — Rp—1Ly est trivial.)

Une fois ceci établi, on peut donner un critere élémentaire pour que PH,(g) # 0.

Remarque 3.5. La composante g(p™) est un morphisme stable de la forme :

$° D, Li(k — 1) — 2Ly (k).
A priori, il n’y a aucune raison pour que ceci soit trivial (pour m > 1). Pour
contourner ce probleme 1'idée de Kuhn est d’utiliser le calcul de Goodwillie-Weiss

orthogonal pour montrer qu'un tel morphisme est trivial. (Voir la Proposition 4.5
ci-dessous.)
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4. CALCUL DE GOODWILLIE-WEISS ORTHOGONAL

Soit ¥ la catégorie des C-espaces vectoriels muni d'une forme? et, pour mor-
phismes, les isométries. Dans la version du calcul de Goodwillie-Weiss orthogonal
utilisé ici, on considere des foncteurs

’Vcﬁyjf.

Il y a une notion de foncteur polynomial de degré d € N et de foncteur polynomial
homogene.

L’ingrédient essential (et boite noire pour nous) est le suivant (sans citation dans
le texte) :

Proposition 4.1. [Kuh13, Section 3.2] Il n’existe aucune transformation naturelle non-
triviale d'un foncteur homogene de degré d vers un foncteur polynomial de degré < d.

Définition 4.2. Pour V' € Ob¥¢, soit Ly (k, V) := ekBE,gR@V)@Wk, ot 'idempotent
de Steinberg ey, agit par l'action de GLy(F,) sur 1'espace de Thom BE,SRGBV)@W *
(qui est une suspension).

Remarque 4.3. Pour V =0ona Li(k,0) = Ly (k).
Lemme 4.4. Le foncteur V s S D,.L1(k, V) est polynomial homogene de degré rp*.
On en déduit, en appliquant la Proposition 4.1, le résultat suivant :

Proposition 4.5. [Kuh13, Lemma 2.5] Si si, : QL1(k) — QL1(k + 1) étend en une
transformation naturelle

Sk,v - QLl(k/’, V) — QLl(k? + 1, V),

alors sp,(r) ~ * pour r > p.

5. LE THEOREME DE KUHN ET PRIDDY

L’ingrédient algébrique principal de la démonstration du [Kuh13, Theorem 1.1]
semble étre déja dans [KP85].

Théoreme 5.1. Pour j € k, k + 1, soient

Qi1 Lj — Rle,1
Bj—l : Rle_l — Lj

morphismes <f -linéaires et non-triviaux et

Oéf_l : R*Lj — R*Lj_l
®, ¢ R.Lj_1 — R.L;

leurs extensions (cf. (1)).
Alors, le morphisme

Bl Lol | 4+ af R R.Ly — R.Ly
est un isomorphisme.

Démonstration. Voir [Kuh13, Section 6.1]. O

2. Voir [ADL08] pour des définitions.
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6. CONCLUSION
Le résultat principal, [Kuh13, Theorem 1.1] se déduit du théoreme 5.1.

Démonstration du Théoréme. A 1'aide des Propositions 3.1, 4.5 et Proposition 4.1, on
se ramene a la situation du théoréme 5.1. Il ne reste que a vérifier que les mor-
phismes {ax}, {8k} soient tous non-triviaux. Ceci se déduit facilement des hy-
pothéses que

PH,(d;)

PH.(s;)
soient non-triviaux en degré c(j + 1). O

Pour en déduire la conjecture de Whitehead, il faut fournir les morphismes
{di}, {s1}.

(1) Les di, ont déja été introduits; voir [Kuh13, Lemma 1.6] pour la vérification
de la non-trivialité. (L’approche originale de Kuhn et Priddy [KP85] a utilisé
le transfert pour construire ces morphismes - voir [Kuh13, Remark 1.8]).

(2) Une famille convenable {s;} est fournie par les travaux de Arone, Dwyer
et Lesh [ADLOS], dans leur étude de la tour de Goodwillie de I'identité. En
considérant cette tour, on identifie les fibres :

hofib{ P (V) — Pp—1(V)} =~ Q*QL: (K, V).

Un des résultats principaux de Arone, Dwyer et Lesh est que les morphismes
connectants de la tour

QFQLy(k, V) = Q*QLy(k +1,V)
peuvent étre délacés k fois. Ainsi, on obtient

Sk, v - QLl(k, V) — QLl(k + 1, V)
Kuhn démontre (voir [Kuh13, Lemma 1.9]) que cette famille convient.

(3) Dans [Kuh13, Remark 1.12], Kuhn propose une deuxiéme famille (toujours

fonctorielle). Ensuite il affirme dans [Kuh13, Remark 3.10] qu’on peut contour-
ner l'utilisation de la Proposition 4.1 dans ce cas.
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